BOLYAI Bolyai Janos Matematikai Tdrsulat Békés Megyei Tagozata
TARSULAT Oktatasi Hivatal Békéscsabai Pedagdgiai Oktatdsi Kozpont
2024. januar 22.

XV. Békés Varmegyei Kozépiskolai Matematikaverseny
2023/2024

\l. kategoria

Megoldasok

1. Istvan két hasznalt mobiltelefont adott el azonos aron. Az egyiket 20 %-kal dragédbban,
a masikat 20 %-kal olcsobban tudta eladni a kordbbi vételi arakhoz képest. Igy Osszesen
10 000 Ft-tal kevesebbet kapott értiikk, mint amennyiért vette ezeket. Mennyiért vette €és adta el
Istvan a mobiltelefonokat?

Megoldas:

Jeloljiik a telefonok eredeti arat x-szel- és y-nal!
Az eladasi arigy 1,2 - x és 0,8 - y lett.

Az eladés azonos aron tortént, ezért fel tudunk irni egy egyenletet:
1,2x = 0,8y

Az eladasi ar 10000 Ft-tal kisebb, mint dsszesen a korabbi vételi ar, igy ezt a relaciot egyenlettel
is felirhatjuk:

x+y—10000 =1,2x + 0,8y

A két egyenletbdl allo egyenletrendszert kell megoldanunk:

{ 1,2x = 0,8y
x+y—10000 =1,2x + 0,8y

Az egyenletrendszert megoldva kapjuk az eredeti arakat Ft-ban:

{ 1,5x =y
0,2y — 0,2x = 10000

x = 100000 y = 150000

Ellen6rzés  igazolja a  szamitdsainkat, tehat a  két telefon  eredeti  4ra
x = 100000 Ft és y = 150000 Ft volt.

A feladatok megolddsdra 90 perc dll rendelkezésedre.
Vilaszaidat szamoldssal, szovegesen kellden indokold, a gondolatod menete jol lathato legyen!
Hasznadlhato eszkozok: szamologeép, fiiggvénytablazat, iro- és rajzeszkozok
Minden feladat helyes megoldasdért 10 pont jar.
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2. Adjuk ossze 1-t6l 2024-ig az O6sszes természetes szamot valtakozo6 (a paratlanokat pozitiv, a
parosakat negativ) eldjellel:

1-2+3—-4+--+42023 — 2024

Mennyi ennek az 6sszegnek az értéke?
Megoldas:

Allitsuk el6 az osszeget mas alakban! Adjuk hozza kétszer a paros szamok 6sszegét, és vonjuk is
ki kétszer (teve-elv), majd a negativ tagokbol emeljiik ki a —2-t:
1-2+3—-4+--+2023 —-2024 =

=1+2+3+4+--+2022+ 2023 +2024) —2(2+4+---+ 2022 + 2024)

Az 6sszeget kiilonbséggel felirva kiszamoljuk a két zarojelben 1év6 6sszeget (kis Gauss modszer):

1+ 2024
1+2+3+4+---+2023+2024=T-2024=2025-1012

1+1012

2+ 4+ -+ 2022 +2024=2(142+3+...+1011+1012)= 2 - =

+1012 = 1013 - 1012

Az eredeti 0sszegre kapjuk:
1-2+3—-4+--4+2023 —-2024 =
=2025-1012-2-1013-1012 = (2025 — 2026) - 1012 = —1012

Masik lehetoség:

Az eredeti 0sszeget két tagonként csoportosithatjuk, zarojelezhetjiik (asszociativitas):
1-24+3-4+--42023-2024=(1-2)+(3—4)+ -+ (2023 —2024)
Mivel minden zardjelben —1 az 6sszeg és 1012 zarojelpar van,

igy az eredeti 6sszeg: —1-1012 = —1012

A feladatok megolddsdra 90 perc dll rendelkezésedre.
Vilaszaidat szamoldssal, szovegesen kellden indokold, a gondolatod menete jol lathato legyen!
Hasznadlhato eszkozok: szamologeép, fiiggvénytablazat, iro- és rajzeszkozok
Minden feladat helyes megoldasdért 10 pont jar.
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3. Az ABCD paralelogramma BD atlojan bejeloljik az E és H harmadold pontokat, igy kapunk egy
AECH négyszoget.

a) Készits vazlatot a Iényeges adatok megjelenitésével!
b) Az AECH négyszog teriilete hanyadrésze az ABCD paralelogramma teriiletének?
¢) Indokoljuk meg részletesen, miért lett az AECH négyszog paralelogramma!

Megoldas:

a) Készits vazlatot a Iényeges adatok megjelenitésével!

b) Az AECH négyszog teriilete hanyadrésze az ABCD paralelogramma teriiletének?

Az ABCD paralelogramma BD atloja (f) 2 egybevagd haromszogre (ABDA = BCDA) bontja a
négyszoget.

Mindkét haromszogben a k6zos BD oldal, mint alap, 3 egyenl6 részbdl (f/3) all, ezaltal mindkét
haromszog 3 — 3 egyenl6 teriiletii haromszoget jelent, hisz ezek magassaga (m) egyforma.

Vagyis az ABCD paralelogramma 6 egyenlé teriileti haromszogbdl all, mig az AECH négyszog
2 egyenld tertiletli haromszogbdl tevédik Gssze.

Az AECH négyszog terlilete % = % része az ABCD paralelogramma teriiletének.

A feladatok megolddsdra 90 perc dll rendelkezésedre.
Vilaszaidat szamoldssal, szovegesen kellden indokold, a gondolatod menete jol lathato legyen!
Hasznadlhato eszkozok: szamologeép, fiiggvénytablazat, iro- és rajzeszkozok
Minden feladat helyes megoldasdért 10 pont jar.
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¢) Indokoljuk meg részletesen, miért lett az AECH négyszog paralelogramma!

Meg kell indokolnunk, hogy az AECH négyszog két szemkozti oldala parhuzamos €s egyenld, vagy
két-két szemkozti oldala parhuzamos, vagy a négyszog kozéppontosan szimmetrikus.

Az ABCD paralelogrammaban A és C csucsok kozéppontosan szimmetrikusak az atlok felezOpont-
jéra.

Az AECH négyszog E és H csucsai a BD atlon vannak % -nyi tavolsagra az atlok metszéspontjatol,

igy az E és H csucsuk is kdzéppontosan szimmetrikusak.

Tehat az AECH négyszog is kozéppontosan szimmetrikus az atlok metszéspontjara, igy az AECH
négyszog paralelogramma.

A feladatok megolddsdra 90 perc dll rendelkezésedre.
Vilaszaidat szamoldssal, szovegesen kellden indokold, a gondolatod menete jol lathato legyen!
Hasznadlhato eszkozok: szamologeép, fiiggvénytablazat, iro- és rajzeszkozok
Minden feladat helyes megoldasdért 10 pont jar.
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4. A népességkutatok (demografusok) egy kisebb varos lakossagszamanak valtozasat vizsgal-
jak. Szerintlik a lakossag szamat a varossa nyilvanitastol eltelt x évet szamitva a kovetkezd
masodfoku fiiggvény irja le j6 kozelitéssel:

f(x) = —=5x2 + 275x + 10000
a) Hol metszi az f(x) fliggvény grafikonja az y tengelyt, vagyis mennyi volt a lakos-
sagszam a varossa nyilvanitaskor?
b) Mennyi lesz a lakossag szama 20 évvel a varossa valas utan az f (x) szerint?
€) A varossa nyilvanitastdél hany év mulva kovetkezne be az f (x) fliggvénnyel valo
leiras szerint a varoska teljes elnéptelenedése?
Megoldas:
a) Hol metszi az f(x) fiiggvény grafikonja az y tengelyt, vagyis mennyi volt a lakos-
sagszam a varossa nyilvanitaskor?
Az f(0) helyettesitési érték adja az y tengellyel valé metszéspontot:
f(0) =—=5-0%+275-0+ 10000 = 10000
A vérossé nyilvanitaskor a lakossag 10000 f6.

b) Mennyi lesz a lakossag szama 20 évvel a varossa valas utan az f (x) szerint?

A varos lakossaganak szamat 20 év elteltével az f(20) helyettesitési érték adja:
f(20) = =5-20% + 275 - 20 + 10000 = 13500
A vérossé nyilvanitastol eltelt 20 év esetén a lakossagszam 13500 f0.
€) A varossa nyilvanitastdl hany év mulva kovetkezne be az f (x) fliggvénnyel valo
leiras szerint a varoska teljes elnéptelenedése?
Az elnéptelenedés a fiiggvény szerint akkor kovetkezik be, ha f(x) = 0.

Az f(x) fiiggvény zérushelyét keressiik, melyet az alabbi egyenletbdl kapjuk:
—5x% + 275x 4+ 10000 = 0

Az egyenlet két megoldasa a masodfoka egyenlet megoldo képletébdl adodik:

—275 +/275% — 4+ (=5) - 10000 _ —275 + V75625 + 200000 _ —275 + 525
2 (=5) B -10 - -10

amibol: X, = —25 x, = 80

961/2 =

A két megoldasbol tartalmilag az x, = 80 adja a megfeleld évet.

Az ellendrzés utdn valaszolhatunk: tehat az f(x) szerint 80 év mulva kévetkezne be a varoska
teljes elnéptelenedése.

A feladatok megolddsdra 90 perc dll rendelkezésedre.
Vilaszaidat szamoldssal, szovegesen kellden indokold, a gondolatod menete jol lathato legyen!
Hasznadlhato eszkozok: szamologeép, fiiggvénytablazat, iro- és rajzeszkozok
Minden feladat helyes megoldasdért 10 pont jar.
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Megjegyzések:

e Természetesen a c) kérdésnél ez egy elméleti (hipotetikus) meggondolas, hiszen a gyakor-
latban ez minden bizonnyal nem igy, nem ekkor kdvetkezne be, hiszen a varoska vezet6i, 1at-
van a folyamatot, iddben megteszik a sziikséges 1épéseket.

e A folyamat fliiggvénye szemléltetheté GeoGebra segitségével, azzal meg is oldhatd. A nagy
adatok miatt természetesen a grafikus megoldas a versenyen szoba sem johet, de szemlélet-
formalo.

A feladatok megolddsdra 90 perc dll rendelkezésedre.
Vilaszaidat szamoldssal, szovegesen kellden indokold, a gondolatod menete jol lathato legyen!
Hasznadlhato eszkozok: szamologeép, fiiggvénytablazat, iro- és rajzeszkozok
Minden feladat helyes megoldasdért 10 pont jar.
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5. Tekintsiik a haromjegyi természetes szamokat!
a) Hany olyan van kozottiik, amelyek oszthatok 2-vel is, 5-tel is és 11-gyel is?
b) Hany haromjegyi természetes szam van, amelyik nem oszthat6 sem 3-mal,
sem 7-tel?
Megoldas:
a) Hany olyan van kozottiik, amelyek oszthatok 2-vel is, 5-tel is és 11-gyel is?

Ha egy szam oszthatd 2-vel is, 5-tel is és 11-gyel is, akkor oszthat6 a szorzatukkal, azaz 110-
zel is, hiszena 2, az 5 és a 11 relativ primek, legnagyobb k6zos osztéjuk 1.

Keresniink kell a 110-zel oszthaté haromjegyii természetes szamokat.
Ezek: 110; 220; 330; 440; 550; 660; 770; 880; 990
Osszesen: 9 db

b) Hany haromjegy(i természetes szam van, amelyik nem oszthaté sem 3-mal,
sem 7-tel?

Indirekt gondolkodasi mddszerrel oldjuk meg a feladatot. E16szor azt keressiik meg, hdnyan vannak
olyanok, amelyek 3-mal vagy 7-tel (legalabb az egyikkel) oszthatok. Utana az dsszes haromjegyii
természetes szambol kivonjuk a 3-mal vagy 7-tel (legalabb az egyikkel) 0szthato szamokat.

Vezessiik be a kovetkezd halmazokat:
H = {a haromjegyi természetes szamok}
A = {3 — mal oszthat6 haromjegy(i természetes szamok}

B = {7 — tel oszthat6 haromjegyi természetes szamok}

A haromjegy(i természetes szamok szama: |H| = 900
A 3-mal oszthaté haromjegyii természetes szamok szama: |A| =300
A 7-tel oszthatd haromjegy(i természetes szamok szama |B| = 128.

A 3-mal is és 7-tel is (relativ primek, igy 21-gyel is) oszthaté haromjegyii természetes szamok
szédma:

|ANB| =43
2 pont

A feladatok megolddsdra 90 perc dll rendelkezésedre.
Vilaszaidat szamoldssal, szovegesen kellden indokold, a gondolatod menete jol lathato legyen!
Hasznadlhato eszkozok: szamologeép, fiiggvénytablazat, iro- és rajzeszkozok
Minden feladat helyes megoldasdért 10 pont jar.
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A harom halmaz viszonyat Venn-diagrammal jelolhetjiik, az egyes kiilonallo (diszjunkt) részhal-
mazok elemszamaval:

H
515

257 85

A 3-mal vagy 7-tel (legalabb az egyikkel) oszthaté szamok halmazanak (4 U B) elemszama:
|AUB| =257 +43+85=2385

vagy
|AUB| =300+ 128 — 43 = 385

Ha az 6sszes haromjegyi természetes szambol elvessziik a 3-mal vagy 7 —tel (legalabb az egyikkel)
oszthato szamok szamat /logikai szitat alkalmazva/, megkapjuk a sem 3-mal, sem 7-tel nem oszt-
hat6 haromjegyli természetes szamok szamat (A U B = H\(A U B)):

|AUB| = |H\(A U B)| = 900 — (300 + 128 — 43) = 900 — 385 = 515

Tehat 515 haromjegyli természetes szam van, amely nem oszthaté sem 3-mal, sem 7-tel.

Megjegyzés: Természetesen nem kell ilyen preciz formalizmussal, tételekre hivatkozva indokolni
a megoldast. Elegendd szovegesen megmagyarazni, miiveletekkel is aldtdmasztani az eredménye-
ket. A lényeg, a gondolat menete latszodjon.

A feladatok megolddsdra 90 perc dll rendelkezésedre.
Vilaszaidat szamoldssal, szovegesen kellden indokold, a gondolatod menete jol lathato legyen!
Hasznadlhato eszkozok: szamologeép, fiiggvénytablazat, iro- és rajzeszkozok
Minden feladat helyes megoldasdért 10 pont jar.



