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Dilemma: Tanaroknak milyen témaju eloadast?
Elemi matematika — felsobb matematika.

Riesz Frigyes 1925 (90!); rektori székfoglaloja.
”Elemi modszerek a felsobb matematikaban.”
”Gyakran szembeallitjak a matematika elemeit a fel-
sobb matematikaval, ill. a kozépiskolai matematikat
a foiskolaival gy, mint amelyeknek targya, fogalmai,
nyelve egymastol idegenek” ...

"Kétszer kell felejteni”, aki tanari palyara készil.

R. cafolja: ”7a tudomanyok szervesen oOsszefiiggd
rendszerek”

Skatulyaelv— Dirichlet—Kronecker-téle tétel (o, 2a;, 3a,
...,na; 3 olyan, amelynek a legkozelebbi egész
szamtoél valo eltérése < %) [Dirichlet sixtusi kapolna,
husvéti zene kozben]

Polygon, 1. kotet 2. szam, 1991 (Pintér Lajos)

A mai témank is az elemi és felsobb matematika
hataran van.

Izgalmas (pl. eddig sokszor a végtelennel kapcsolatos
vitak; civakodasok, ellentmondéasok...)

Most a fligguényrdl beszélek (fontos fogalom mar a
kozépiskolaban is.)

Tanaroknak fontos; 1d. Pdlya: ”...ha a tudomany
valamelyik teriiletét (vagy elméletét, vagy fogalmat)
tanitjuk, akkor az emberpalantdknak nagy lépések-
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kel nyomon kell kovetniiik az emberiség szellemi fej-
10dését” .

Newton, Leibniz; Fuler: figgvény - barmilyen Kkis
szakaszon ismerjuk, abbdl le lehet vezetni azt a
szabalyt, amelynek a fliggvény teljes menetében
eleget tesz.

Gond XVIIIL. sz. végén, ill. XIX. sz. elején a
fizikaban (hOvezetés)

Zsm2n—|— = Ssenx <<
_ — C—TT .
om + 1 SH &

(emlékezteté6 — végtelen — Riemann—Cauchy, Wei-
erstrass)

XIX. sz. Cauchy—Riemann—Weierstrass fejlesztette
tovabb

P1. 7analitikus” (komplex fiiggvénytan; differencidl-
hato; folytonos; hatvanysor; differencidlassal, integ-
ralassal ujabb ”analitikus”, sot egyenletes konver-
gencidval, stb.)

XIX. sz. végén: 7 csak az analitikus fiiggvények
alkalmasak és mélték arra, hogy a matematikai
analizis targyai legyenek”.

V6. (Szokefalvi-Nagy Béla) ”a természetben semmi
sem analitikus”.



7 A legaltalanosabb és legmerészebb fogalomalkota-
sok felelnek meg leginkdbb az érzékelhetod vilagrol
alkotott elméleti képiink kialakulasahoz.” (1d. el6bb:
hévezetés - Fourier sor - sgnx fiiggvény)

Dirichlet, Riemann (XIX. sz. kozepén): a fiiggvény

iltalinos definicidja a(c A)Lb(€ B); egyértelmfi
hozzarendelés
Sok dolog megdolt.

b
Pl. a N-L tétel: [ f" = f(b) — f(a). [Vito Volterra

fuggvénye: a derivalt integraldsaval nem kapjuk
vissza az eredeti fliggvényt...]
Reakcio; ellenvetések (Poincare; Hermite, stb.)

”szornyetegnek, patologikusnak (betegesnek), tera-
tolégikusnak (nyomorék, torzsziilott)” nevezték eze-
ket az "1j” fliggvényeket (v6.: Cauchy folytonos-
sagi definicidja), amelyek az ”abszolit szigorisag je-
gyében szilettek meg”; 7 bizarr fliiggvények tomege”;
”fliggvény, mely nem derivalhat$??” (métely)
Késobbi 0sszegzés (Hilbert):

” Az analizis tudomanya a mértékelmélet, a metrikus
terek elmélete, az absztrakt topoldgia, fraktalok, és
mas agak létrehozasaval jelentos fejlodésen ment ke-
resztil — nem Kkis részben a ”"szornyszilott” fiiggvé-

nyeknek koszonhetden.



MA: Két fogalom kozé csoportositva 1-2 ”bizarr”
fiiggvényrél fogok beszélni. (Cim?)
A) Folytonossdg;

B) 7 Grafikon”

A)

«) f folytonos xg-ban, ha Ve > 0)- hoz 30(> 0),
hogy ha |z — xg| < 6, akkor |f(x) — f(xo)| < €
[vO.: nem kell felemelni a ceruzat a rajz kozben]
[Kicsit valtozik z, kicsit valtozik y.]

a) Dirichlet-fgv.

fz) = { 1, ha x rac.,

0, ha x irrac.

Sehol sem folytonos figguény.



x, ha x rac.,
0, ha x irrac.



Abra:

Csak egy pontban folytonos. (Kréta)

)

) ={ "

ha —1/2 <z <
ha —1/2 <z <

D[ DN | —

és x racionalis;
és x irracionalis,

és p = 1 peridédussal folytatva R-en.



Csak az egész helyeken folytonos.
d) f: csak a raciondlis helyeken folytonos?
Sziinet — gondolkodds (10)

e) Riemann-féle fliggvény

1 _ b. ham . __ 1. :
f(CU) — q’ ha x _ q,.p,qlggesz, (p7 Q) _ 17 q > 07
0, ha x irracionalis.

Oé) f%Cxo,haxer(wozg)

(tn € Q és xp — w05 flan) = 0; f(2n) A
f(xo) = 2)
B) f€Cy, hazyecQ
Biz. (vézlat) Legyen zg € Q és zp € (0;1) és pl.
£ = 955"
Nyilvan csak véges sok 1000-nél kisebb nevezdji
rac. szam van a (0;1)-en; legyen d(> 0) az xp-hoz
legkozelebbinek a tavolsaga xp-tol. = f(x) < Tloov
ha z € (zg — d;x9 + 9), hiszen ha x = g, akkor
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xg € (xg — ;20 + 0).

2. Megj.: f sehol sem differencialhaté (HF)
Segitség: Legyen a € Q, akkor 4 végtelen sok p, g
egész szam, hogy

(Id. Hajnal Péter: Elemi kombinatorikai feladatok;

Polygon; 1997; 3. oldal)

Vagy 10 = 320 fi o0 = Lo fors Jim HEp=zel
3. Megj.: f € Rjy,1) (HF) de Lebesgue-kritériummal
is —1d. 1. Megjegyzés)

(Id. Németh J. — Németh Z.: Analizis . feladatgy1ij-
temény, Polygon; 2013; 127. oldal)

Visszatérés d)-re

Allitds: Nincs olyan valos fugguény, amelyre fenn-
allna, hogy folytonos a raciondlis pontokban és nem
folytonos az irraciondlis pontokban.

[Vito Volterra 6tlete alapjan Pintér Lajos kozolte a

Polygon I. kitete 2. szaméban a 100. oldalon]
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a) Rovid véltozat (most)
3) Preciz valtozat (a fenti cikkben), de (HF).
Ad a) Legyen

f=ly hazr=0 pacZ (pg)=1 ¢>0
0, ha x irracionalis.

az el6zékben vizsgalt Riemann-fiiggvény) és g olyan
fiiggvény, amely az irracionalis pontokban nem
folytonos, a racionalis pontokban pedig folytonos.

A bizonyitas alapgondolata: Adott pozitiv szamhoz
(pl. %; n € N) tudunk adni olyan zért intervallumot,
hogy ebben barmely két pontot is veszunk itt
f értékeinek az eltérése (|f(x1) — f(x2)]), és g
értékeinek az eltérése (|g(x}) — g(z})|) kisebb, mint
%. (f-nél x( irraciondlis; g¢g-nél Ty racionalis és
[f (1) = f(z2)] < [f(z1) — f(@o)] + [f(22) — f(o)],
hasonl6 g-re is 4ll: |g(z7) —g(z3)| < [9(21) —g(Zo)|+
l9(x5) — g(Tol.

Ha tehat xy-hoz 9,, sugari az a kornyezet, amelyben
az f fuggvény értékei eltérése kisebb, mint %, akkor
ebbdl a kornyezetbdl vesziink Tg-t és ennek lesz egy
d, sugari kornyezete tgy, hogy ebben a g értékei
eltérése lesz kisebb 1-nél. Ekkor [an,b,] legyen a
két kornyezet metszete.
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Majd csokkentjik %—et pl. %H—re és az el6zo zart
intervallumban talalunk ehhez olyan zart interval-
lumot ([ani1,bn11]) amelyben f és g eltérései mar
%H—nél kisebbek. fgy folytatva egymasba skatulya-
zott zart intervallumok sorozatat kapjuk. Ezeknek
van kozos pontja.
A kozos pont — durvan szolva — rendelkezik azzal a
tulajdonsaggal, hogy ha z-et "kicsit” megvaltoztat-
juk, akkor a fiiggvényértékek is "kicsit” valtoznak,
azaz egy ilyen pontban f is és g is folytonos kellene,
hogy legyen, ilyen pont azonban nincs (mert olyan
pont, amely racionalis is és irraciondlis is — nincs.)
Precizen: ¢ = 1/M — |ap,by] lesz a kivant
kornyezet...
Megj. Kovetkezmény: Nincs olyan R-en folytonos
figgvény, amely a racionalis helyeken irraciondlis ér-
tékeket vesz fel és az irracionalis helyeken racionalis
értékeket vesz fel.
Otlet: Ha g ilyen lenne, akkor vegyiik az f(g(z))
fiiggvényt (f a Riemann-fiiggvény). Viszont f(g(x))
folytonos Q pontjaiban és nem folytonos Q pontjai-
ban.
B) A grafikon y = f(x)
Pl.: vy = mz; y = 2%, y = sinxz grafikon, ill.
Dirichlet-fliggvény; Riemann-fliggvény; mindeniitt
folytonos, sehol sem differencialhato fiiggvény (pl.
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Weierstrass példaja. Riemann probalkozasa — sehol
se monoton, mindeniitt folytonos fliggvény)

2

Riemann: Z SINn"T — f ()
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. k
Weierstrass: ». (1) cos3Fz = f(z)
k=0
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a

=3

@ees | M

A korabban vizsgalt Riemann-fiiggvény abraja.

1 D _
f(CE’): q’ hax'—q,.p,c,].EZ, (p7Q>_17 q>0
0, ha x irracionalis.

13



Abra:

1436 2036 3136 436 5/36

0436

-3136 -2{36 -1136

5136 -4{36



13136 14436 15/36 16436 17136 18136 19436 20§36 21136 22436 23136

98126 994126 100126 1014126 1021126 1034126 1041126 1064126 1061126 1071126

Most a 7bomba”: Sierpinski-féle fliggvény
Grafikonja a sikon mindeniitt str.

A definicio:
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flz) =47 +5v2, hax=s+1ryV2 (r,s racionlis)
0 egyébként.

Megj. az r + sv/?2 elallitas egyértelmfi.
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Fraktal; hasonlésag; eltolas.

Nevezok < 200

y =2z
:U:a—|—\/§b:>y:b—|—\/§a:\/§(a—|—\/§b) —

av2+ 2b= b =0, a barmi

a + /2b (b rogzitett)

a+v2b — b+ av/2 (parhuzamos eltolds)

Egy sdvban 12125 (Dr. Némethné Varga Eva)
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3) Mindeniitt stirtin vannak a ”grafikon” pontjai.
Legyen (z;y) € R?; tetszbleges. Be kell 14tni, hogy
Ja,,, b,, racionalis szamsorozatok, hogy

L'n
N\

lim(ay, + by V2) = @

f (in)

~

lim(b, 4+ a,V2) =y
Ha d ilyenek, akkor

lim(v2a, + 2b,) = V2x
—
lim(2b,, + 2v/2a,) = 2y

= lima, (V2 —2V2) = V2z — 2y =
20 — 2 2y — /2
VIr-2y oV g,

= lima,, = =
V2 —2¢/2 V2
Hasonléan
20 — /2 2r —
limb,, = V2 _ 2 \/g: 2 — .

2v/2 — /2 V2

Mivel V irracionalis szamhoz van hozzatarto raciona-
lis szamokbdl allé sorozat, igy belattuk az allitast.
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