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Egy G (egyszerli) graf csticsok halmaza és bizonyos
csticsparok/élek halmaza.
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Mi is az, hogy graf?

Egy G (egyszerli) graf csticsok halmaza és bizonyos
cstcsparok/élek halmaza.

V={uv,w, v w},

/ / / / / / / / /
E={ud,uv',uw' vu',w' vw' wu', wv', ww'}.
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Mi is az, hogy graf?

Egy G (egyszerli) graf csticsok halmaza és bizonyos
cstcsparok/élek halmaza.

Példa

V={uv,w, v w},

. / / / / / / / / /
E={ud,uv',uw' vu',w' vw' wu', wv', ww'}.

Ugyanaz a példa szavakkal

| \

Két harom elemii csoport egyiitt alkotja a csticshalmazt.
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Mi is az, hogy graf?

Egy G (egyszerli) graf csticsok halmaza és bizonyos
cstcsparok/élek halmaza.

Példa

V={uv,w, v w},

E={u v, uw' v, w' v wu', wv'  ww'}.

Ugyanaz a példa szavakkal

Két harom elemii csoport egyiitt alkotja a csticshalmazt. Az éleket
az osszes olyan cslicspar alkotja, amely két eleme két kiilonboz6
csoportbdl keriil ki.

| \
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Mi is az, hogy graf?

Egy G (egyszerli) graf csticsok halmaza és bizonyos
cstcsparok/élek halmaza.

Példa

V={uv,w, v w},

. / / / / / / / / /
E={ud,uv',uw' vu',w' vw' wu', wv', ww'}.

| \

Ugyanaz a példa szavakkal

Két harom elemii csoport egyiitt alkotja a csticshalmazt. Az éleket
az osszes olyan cslicspar alkotja, amely két eleme két kiilonboz6
csoportbdl keriil ki.

| \

Ugyanaz a példa Gjra szavakkal

Harom haz és harom kit alkotja a csticshalmazt.

A
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Mi is az, hogy graf?

Egy G (egyszerli) graf csticsok halmaza és bizonyos
cstcsparok/élek halmaza.

Példa

V={uv,w, v w},

. / / / / / / / / /
E={ud,uv',uw' vu',w' vw' wu', wv', ww'}.

| \

Ugyanaz a példa szavakkal

Két harom elemii csoport egyiitt alkotja a csticshalmazt. Az éleket
az osszes olyan cslicspar alkotja, amely két eleme két kiilonboz6
csoportbdl keriil ki.

| \

Ugyanaz a példa Gjra szavakkal

Harom haz és harom kit alkotja a cstcshalmazt. Kilenc él az
Osszes hdzat az osszes kiittal koti ossze.

A
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@ Szotar részlet:
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o Szotar részlet: graf, graffiti, grafika, grafikon, grafit,
grafoldgia, grafomania
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A graf sz6

o Szoétar részlet: graf, graffiti, grafika, grafikon, grafit,
grafolégia, grafomania

e Magyar — angol — magyar forditas:
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A graf sz6

o Szoétar részlet: graf, graffiti, grafika, grafikon, grafit,
grafolégia, grafomania

e Magyar — angol — magyar forditas: graf — graph
—  graf, grafikon (egy fliggvény lerajzoldsa)
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A graf sz6

o Szoétar részlet: graf, graffiti, grafika, grafikon, grafit,
grafolégia, grafomania

e Magyar — angol — magyar forditas: graf — graph
—  graf, grafikon (egy fliggvény lerajzoldsa)
o Ertelmezé szétar (grafikon):
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A graf sz6

o Szoétar részlet: graf, graffiti, grafika, grafikon, grafit,
grafoldgia, grafomania

e Magyar — angol — magyar forditas: graf — graph
—  graf, grafikon (egy fliggvény lerajzoldsa)

o Ertelmezé szétar (grafikon): Rajz egyes jelenségek,
szamszaki Osszefliggések és azokkal kapcsolatos folyamatok
szemléltetésére/leirdsara.

Hajnal Péter HIMT 2016



A graf sz6

o Szoétar részlet: graf, graffiti, grafika, grafikon, grafit,
grafoldgia, grafomania

e Magyar — angol — magyar forditas: graf — graph
—  graf, grafikon (egy fliggvény lerajzoldsa)

o Ertelmezé szétar (grafikon): Rajz egyes jelenségek,
szamszaki Osszefliggések és azokkal kapcsolatos folyamatok
szemléltetésére/leirdsara.

Ertelmezé sz6tar (tipp): GRAF LERAJZOLASA

Rajz egyes szimmetrikus, bindris reldcié szemléltetésére/leirdsara.
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A graf sz6

o Szoétar részlet: graf, graffiti, grafika, grafikon, grafit,
grafoldgia, grafomania

e Magyar — angol — magyar forditas: graf — graph
—  graf, grafikon (egy fliggvény lerajzoldsa)

o Ertelmezé szétar (grafikon): Rajz egyes jelenségek,
szamszaki Osszefliggések és azokkal kapcsolatos folyamatok
szemléltetésére/leirdsara.

Ertelmezé sz6tar (tipp): GRAF LERAJZOLASA

Rajz egyes szimmetrikus, bindris reldcié szemléltetésére/leirdsara.

o Jellemz6 szavak/kifejezések kozépiskolai grafelméleti
feladatokban:
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A graf sz6

o Szoétar részlet: graf, graffiti, grafika, grafikon, grafit,
grafoldgia, grafomania

e Magyar — angol — magyar forditas: graf — graph
—  graf, grafikon (egy fliggvény lerajzoldsa)

o Ertelmezé szétar (grafikon): Rajz egyes jelenségek,
szamszaki Osszefliggések és azokkal kapcsolatos folyamatok
szemléltetésére/leirdsara.

Ertelmezé sz6tar (tipp): GRAF LERAJZOLASA

Rajz egyes szimmetrikus, bindris reldcié szemléltetésére/leirdsara.

o Jellemz6 szavak/kifejezések kozépiskolai grafelméleti
feladatokban: ismerettség, , az ismerettséget kolcsonosnek
tételezziik fel”
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Az elso példa lerajzoldsa
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Az elso példa lerajzoldsa
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Az elso példa lerajzoldsa

i

= =
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Ujabb példa: A kocka graf

D
L gisl
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Petersen-graf Il.

Petersen-graf szavakkal

A csticsok az {1,2,3,4,5} halmaz két-elemii részhalmazai.
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Petersen-graf Il.

Petersen-graf szavakkal

A csticsok az {1,2,3,4,5} halmaz két-elemii részhalmazai. Kettd
osszekotott, ha nincs kozos elemiik.
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|zomorfizmus

Definicié

Két graf izomorf,

@ ha egyik cslicsai dtnevezhetok tgy, hogy a masikat kapjuk
meg.
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|zomorfizmus

Definicié

Két graf izomorf,

@ ha egyik cslicsai dtnevezhetok tgy, hogy a masikat kapjuk
meg.

@ ha vessziik egy-egy lerajzolasukat és az egyik csiicsai (a hozzd
illeszkedd élgorbékkel) elmozgathatdk gy, hogy a masik
lerajzolast kapjuk meg.
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|zomorfizmus

Definicié

Két graf izomorf,

@ ha egyik cslicsai dtnevezhetok tgy, hogy a masikat kapjuk
meg.

@ ha vessziik egy-egy lerajzolasukat és az egyik csiicsai (a hozzd
illeszkedd élgorbékkel) elmozgathatdk gy, hogy a masik
lerajzolast kapjuk meg.

@ ha , lényegében ugyanazok”.
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Izomorfizmus

Definicié

Két graf izomorf,
@ ha egyik cslicsai dtnevezhetok tgy, hogy a masikat kapjuk
meg.
@ ha vessziik egy-egy lerajzolasukat és az egyik csiicsai (a hozzd

illeszkedd élgorbékkel) elmozgathatdk gy, hogy a masik
lerajzolast kapjuk meg.

@ ha , lényegében ugyanazok”.

Feladat tipus: lzomorfak-e?
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Szép lerajzolasok

Definicid

Egy lerajzolds szép, ha barmely két élgorbéje csak (az esetleges)
kozos végpontjukban taldlkoznak.
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Szép lerajzolasok

Definicid

Egy lerajzolds szép, ha barmely két élgorbéje csak (az esetleges)
kozos végpontjukban taldlkoznak.

Definicié

Egy graf sikgraf, ha szépen lerajzolhaté a sikra.

Hajnal Péter HIMT 2016



Nem szép lerajzoldsok

o
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Szép lerajzolasok
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A hdrom haz — harom kit graf NEM sikgraf
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A hdrom haz — harom kit graf NEM sikgraf
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A hdrom haz — harom kit graf NEM sikgraf
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A hdrom haz — harom kit graf NEM sikgraf
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Telitett szép lerajzoldsok

Definicid

Egy szép lerajzolas TELITETT, ha két nem &sszekdtott cstics kozé
nem rajzolhatunk be élgorbét Ggy, hogy a lerajzolds szép maradjon.
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Nem telitett lerajzolasok

O
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Nem telitett lerajzolasok

O
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Nem telitett lerajzolasok
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Telitett lerajzoldsok

Hajnal Péter HIMT 2016




fHac

o)
il




Egy unalmas jaték

Jaték
Kiindulas: n pont a sikon.

A jaték: Andrds és Bea felvaltva Iépnek: két 0ssze nem kotott
pont kozé egy (egyszerii) gorbét rajzolnak dgy, hogy a korabbi
gorbéket ne messék.

Vesztes: Aki nem tud [épni.
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Egy unalmas jaték

Jaték
Kiindulas: n pont a sikon.

A jaték: Andrds és Bea felvaltva Iépnek: két 0ssze nem kotott
pont kozé egy (egyszerii) gorbét rajzolnak dgy, hogy a korabbi
gorbéket ne messék.

Vesztes: Aki nem tud [épni.

A jaték menete: Egy szép lerajzolds , telitése”.
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Egy unalmas jaték

Jaték
Kiindulas: n pont a sikon.

A jaték: Andrds és Bea felvaltva Iépnek: két 0ssze nem kotott
pont kozé egy (egyszerii) gorbét rajzolnak dgy, hogy a korabbi
gorbéket ne messék.

Vesztes: Aki nem tud [épni.

A jaték menete: Egy szép lerajzolds , telitése”.

Miért unalmas?
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Egy unalmas jaték

Kiindulds: n pont a sikon.

A jaték: Andras és Bea felvéltva lépnek: két ossze nem kotott
pont kozé egy (egyszerii) gorbét rajzolnak dgy, hogy a korabbi
gorbéket ne messék.

Vesztes: Aki nem tud Iépni.

A jaték menete: Egy szép lerajzolds , telitése”.

Miért unalmas?

Mindegy hogy jatszunk (feltéve, hogy minden lehetéséget
észrevesziink). A nyerd jatékost meghatarozza a kiindulé n pontok

szama.
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Euler tétele

Legyen n > 2. Minden n cslicsu telitett, szépen lerajzolt grafnak

3n—6

éle van.
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Euler tétele

Legyen n > 2. Minden n cslicsu telitett, szépen lerajzolt grafnak

3n—6

éle van.

Kovetkemény

A szépen lerajzolt grafok RITKAK.
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Leonhard Euler (1707-1783)

LEONHARD EULER 1707 -1783
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Gubancok/Thrackle (John H. Conway)

Definicié

Egy lerajzolt graf gubanc, ha barmely élének egy kozos pontja van:
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Gubancok/Thrackle (John H. Conway)

Definicié

Egy lerajzolt graf gubanc, ha barmely élének egy kozos pontja van:

@ Ha a két él kozos csiiccsal rendelkezik, akkor az ezt
reprezentalé pont.
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Gubancok/Thrackle (John H. Conway)

Definicié

Egy lerajzolt graf gubanc, ha barmely élének egy kozos pontja van:

@ Ha a két él kozos csiiccsal rendelkezik, akkor az ezt
reprezentalé pont.

@ Ha a két él nem rendelkezik kozos csticcsal, akkor egy
atmetszés.
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Példak gubancokra

2. ()
2K
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Conway thrackle SEJTESE

Conway-sejtés

Minden n pontd gubancnak legfeljebb
n

élgorbéje van.
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Conway thrackle SEJTESE

Conway-sejtés

Minden n pontd gubancnak legfeljebb

n

élgorbéje van.

Azaz, még a sikgrafoknal is ritkdbbak.
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Conway thrackle SEJTESE

Conway-sejtés

Minden n pontd gubancnak legfeljebb
n

élgorbéje van.

Azaz, még a sikgrafoknal is ritkdbbak.

ERDEMES GONDOLKODNI:
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Conway thrackle SEJTESE

Conway-sejtés

Minden n pontd gubancnak legfeljebb
n

élgorbéje van.

Azaz, még a sikgrafoknal is ritkdbbak.

ERDEMES GONDOLKODNI: Az elsé megoldé 1000%-t kap.
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John H. Conway
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Egyszerii lerajzoldsok

Definicié

Egy lerajzolas EGYSZERU, ha barmely két élgorbe legfeljebb egy
kozos ponttal rendelkezik.
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Egyszerii lerajzoldsok

Definicié

Egy lerajzolas EGYSZERU, ha barmely két élgorbe legfeljebb egy
kozos ponttal rendelkezik.

Példa:
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Egyszerii lerajzoldsok

Definicié

Egy lerajzolas EGYSZERU, ha barmely két élgorbe legfeljebb egy
kozos ponttal rendelkezik.

Példa: szépen lerajzolt grafok,
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Egyszerii lerajzoldsok

Definicié

Egy lerajzolas EGYSZERU, ha barmely két élgorbe legfeljebb egy
kozos ponttal rendelkezik.

Példa: szépen lerajzolt grafok, gubancok.
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Egyszerii lerajzoldsok

Definicié

Egy lerajzolds EGYSZERU, ha barmely két élgorbe legfeljebb egy
kozos ponttal rendelkezik.

Példa: szépen lerajzolt grafok, gubancok.

Definicié

Egy egyszerli lerajzolds telitett, ha két nem osszekotott pont kozé
nem tudunk dgy élgorbét behizni, hogy egyszerli maradjon.
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Példak
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A kerités!
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A kerités!
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A kerités tétel

A fenti abrdba nem tudunk behdzni egy élgorbét egy belsé pontja
és egy kiils6 pontja kozé gy, hogy egyszerii lerajzolds maradjon.
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Még egy bizonyitas

>
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Még egy bizonyitas

>
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Még egy bizonyitas

>
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Még egy bizonyitas

>
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Még egy bizonyitas

>
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Telitett egyszerii lerajzoldsok

Létezik n pontu
n
2

(i)
éll telitett egyszerli lerajzolas;
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Telitett egyszerii lerajzolasok

Létezik n pontu
n
2

(i)
éll telitett egyszerii lerajzolas;

(if)
7n

éll telitett egyszer(i lerajzolas.
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Ismét Conway
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Ismét Conway és Paterson.

it
-

«0O0)>» «F»r «Z» « Q>



Egy NEM unalmas jaték

Ismét Conway és Paterson.

Hajtas jaték

Kiindulds: n pont a sikon.

Hajnal Péter HIMT 2016



Egy NEM unalmas jaték

Ismét Conway és Paterson.

Hajtas jaték
Kiindulds: n pont a sikon.
A jaték: Andras és Bea felvéltva Iépnek:

@ két pont (!! lehet Gsszekotott, lehet nem Gsszekotott, lehet
egybeesd 1) kozé egy (egyszerii) gorbét rajzolnak lgy, hogy a
korabbi gorbéket ne messék,

@ az Uj gorbét egy j ponttal felosztjak két gorbére,

@ a fentiek soran tigyelnek arra, hogy hogy mindegyik pontba
legfeljebb harom gorbe fusson oOssze.
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Egy NEM unalmas jaték

Ismét Conway és Paterson.

Hajtas jaték
Kiindulds: n pont a sikon.
A jaték: Andras és Bea felvéltva Iépnek:

@ két pont (!! lehet Gsszekotott, lehet nem Gsszekotott, lehet
egybeesd 1) kozé egy (egyszerii) gorbét rajzolnak lgy, hogy a
korabbi gorbéket ne messék,

@ az Uj gorbét egy j ponttal felosztjak két gorbére,

@ a fentiek soran tigyelnek arra, hogy hogy mindegyik pontba
legfeljebb harom gorbe fusson oOssze.

Vesztes: Aki nem tud Iépni.
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Az n = 2 eset [Applegate, D.G. Jacobson, D. Sleator:
Computer Analysis of Sprouts]




Az n = 2 eset [Applegate, D.G. Jacobson, D. Sleator:
Computer Analysis of Sprouts]
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Tuddsok és sejtések

n—
Nyeré:

2|13 |/4|5]6|7|8|9]10|11]12
BBAAABBBAAAB

n < 44 esetén szamitdgépes eredmény.
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Tuddsok és sejtések

n—
Nyeré:

2|13 |/4|5]6|7|8|9]10|11]12
BBAAABBBAAAB

n < 44 esetén szamitdgépes eredmény.

n < 7 esetén , kézi" stratégia.
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Tuddsok és sejtések

n= 2|34 |5|/6|7|8]|9
BBAAABBBAA

Nyeré:

10 | 11 | 12
A| B

n < 44 esetén szamitdgépes eredmény.

n < 7 esetén , kézi" stratégia.

Sejtés [Applegate, Jacobson and Sleator]

A kezd6 akkor és csak nyer, ha

n=3,4,5 (mod 6).
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Izomorfizmus probléma

Izomorfizmus Probléma
Adott két n pontu graf.
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Izomorfizmus probléma

Izomorfizmus Probléma

Adott két n pontu graf.
Tervezziink olyan HATEKONY algoritmust, amely eldonti, hogy
input grafjaink izomorfak-e.
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Izomorfizmus probléma

Izomorfizmus Probléma

Adott két n pontu graf.
Tervezziink olyan HATEKONY algoritmust, amely eldonti, hogy
input grafjaink izomorfak-e.

HATEKONY: Minél kevesebb elemi Iépést felhasznalva mondja
meg a korrekt valaszt.
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Babai Laszl6 tétele

Babai tétel 2015+

Két n pontu graf izomorfizmusa eldonthet6

2a log® n

lépésben («, B alkalmas konstansok).
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Babai Laszl6 tétele

Babai tétel 2015+

Két n pontu graf izomorfizmusa eldonthet6

2a log® n

lépésben («, B alkalmas konstansok).
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Koszonom a figyelmet!

J




