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21 év (19)

50. tanévem az SZTE-n

Elemi matematika és felsobb matematika hataran
(tanarképzésnél ez fontos; "kilincs”).

Kiindulas: Riesz Frigyes; 1925 Rektori székfoglalo;
”Elemi modszerek a felsobb matematikaban” (Elné-
zést kér...)

A SKATULYAELV-re épitett (”a matematikusok
kozott népszeru otlet, amely szamos probléma nyit-
jahoz vezetett és érdemei elismeréséiil az elv rangjat
és méltosagat nyerte el.”).

(4 szoba; parizsi nék; hajszdlak < 300.000: 70e -
100-120e - 120-150e, a lakossag 2.105.000).

Riesz: Dirichlet a sixtuszi képolpaﬁban a I}ﬁsvéti zene
hallgatasa kozben jott rd a SZAMELMELET egyik

fontos tételére: a,2a,3a,...,na kozott 3 legalabb
egy, amelynek a legkozelebbi egésztol vett eltérése
< l
n
1 1 1
Azaz |ga —p| < — = P _al<— < — (Riesz
n q q-n q

ezt belatja a székfoglalon).
En a mai eloadast erre épitem.

A gyokér: a Dirichlet-féle skatulyaelv (pigeon-hole
principle; postai boxok)



1. Tétel. Ha « irracionadlis szam, akkor Elzﬁ (Pry Gn €

In
Z), hogy
DPn 1
oao— —| < —5 -
qn qn

Bizonyitas. Legyen n fix, n € N és tekintsiik a
kovetkezd (n + 1) darab valds szamot.

(x) 0, a—la], 2a—[2a], ..., na— |[nal;
ezek mind beleesnek a [0, 1) intervallumba. Mivel a

- J+1
(sx) l,]—>,j—0,1,...,n—1

n n

lefedi a [0, 1)-et, ezért kell lenni legalabb két olyan
pontnak (skatulyaelv) a (x) pontok koziil, mondjuk

nia — [nial és noa — [noal (0 <ny < ng < n),

amelyek egy intervallumba esnek a (xx) intervallu-
mok kozil (u.i. (%) (n 4+ 1) pontot tartalmaz, (sxx)
pedig n db intervallumot).

Igy

[n2a — [n2a] — (n1a — [n1a)| < ~



aAZaZ

| (n2 —n1) a — ([n2a] — [n1a]) | < —,

\ . 4 A\ 4 n

dn Pn
azaz
1 1 Dn 1
@@ —pn| < =< — = |la——| < —.
) 1
(Ha n* olyan, hogy az el6bb kapott |g, -a—p,| > med
x p;l; 2 121, 4 * * 1
akkor tjabb =2 addédik dgy, hogy |agt — p| < med
dn
igy ujabb Pn_y kapunk, azaz végtelen sok ilyen tort
dn
adodik.
1
Megjegyzés: |a — ]—)| < ——; ¢ = /5 a legjobb
q C-q

(Hurwitz).

2. Elemi probléma: {cosn} sorozat "viselke-
dése”
Az y = cosx grafikonja alapjan: cosn végtelen sok
n-re pozitiv és végtelen sok n-re negativ, tehat (mo-
notonitas kizarva; konvergencia? a, — a mit je-
lent?) cosn 4 a (a # 0)



1 2 1+0
Tfh cosn — 0, de cos?n = +C208 nioz%

adodna, ami ellentmondas.
(Megjegyzés: integralds; linedris fgv.-transzformacio)

Kérdés: a {cosn} sorozat viselkedése (korlatos; B.-

?
dng:ni,no, ..., Nk ... ugy, hogy cosng — 0.
PL.: nk;g = cosnp — cosg = 0, de ng és g
tavolsaga > 0,4...
. . Pn 1
Viszont tudjuk: 27 — —| < 5 = [27q, — pn| <
qn an,
1
= azaz |2wq, — pn| b.milyen kicsi lehet, igy ezt
n
felmérjiik 0-tol, g—et tetszolegesen meg tudjuk koze-
, - s A A m
liteni és igy ha 2mq,, — pn, — 5 akkor
. . T
cos(27wq, — Pn) — COS 5 = 0

N~

cos(—pn)
cos |pn| — 0, azaz |p,| kivant részsorozat.

[oy megmutathatjuk, hogy dn):cosn; — 1,

D



Eln;;: cosn;; — —1, Hn/k”: cosn/,;/ — % .

TETEL. Legyen a egy irracionalis szam, ekkor az
A={m-+na:m,n € Z} halmaz mindenttt siri R-
ben, azaz minden intervallum tartalmaz legalabb egy
elemet A-bol. (De akkor minden intervallum végte-
len sok elemet is tartalmaz A-bdl.)

Bizonyitas. Legyen (a,b) tetszOleges intervallum,
megmutatjuk, hogy legalabb egy eleme A-nak bele-
esik ebbe az intervallumba. Legyen 0 < € = b — a.
Ismert, hogy Jppn, g, Ugy, hogy

1
Oé—]ﬁ <—2,
Qn q'n

és mivel g,, — 00, ezért

1
g —pn| < — <€

n

fennall m.m. n-re. Vegyik Cdéf\qn - — Py, ahol

Pn, qn a fenti tulajdonsagn.

Ekkor viszont van legaldbb egy m (egész szam) gy,
hogy m - ¢ az (a,b) intervallumba esik. (Részeg)
Azaz m - g, — m - p, vagy —m - g, + m - p, az
(a, b)-be esik.



3. TETEL. A {cosn:n € N} halmaz sfiri a [—1; 1]-
ben.

(Azaz a |—1; 1] minden t pontja a {cosn} sorozat tor-
16dasi pontja, azaz t barmely kornyezetében benne
van a sorozat végtelen sok tagja, vagy I{ny}72, ter-
mészetes szamok novo sorozata ugy, hogy cosng —

t)

Bizonyitas. Legyen t € [—1;1]. Akkor dz:t =
cosx. Miért? Az el6zo tétel szerint I{m,,} és {k,}
egész szamok sorozata ugy, hogy x = lim (k,27 +

my,); ebbol viszont a cosinus fgv. folytonossagabdl
adodik:

t = cosx = cos( lim (k27 + m,,)

= lim [cos(k, 27 + m,)| =

n—oo

= lim cosm, = lim cos|m,]|.
n— 00 n—00

Igy adédott, hogy a [—1;1] int. minden pontja tor-
16dasi pontja a {cosn} sorozatnak. (sinn hasonld)
Nyilvan nem vesz fel minden t € [—1; 1] értéket, csak

"tetszoOlegesen kozel keriillnek” a sorozat elemei. Pl.
= 1
dn, hogy cosn = 3" Miért?

Kérdés: cosn raciondlis vagy irracionalis?
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cosn, sin n, racionalis, irracionalis?
1) Ha r # 0 rac., akkor cosr irracionalis. (Hermite
1873; ”elemi” bizonyitas)

= sinr, tgr irracionalis

2 2

cos2r = cos?r —sin“r = 1 — 2sin”r
5 . 9 cos® r — sin® r
cos2r = cos“r — sin“r = 5 —y— =
COsS™ 1 +sm”r
1—tg2r . ,
5—; SOt 7 1rrac.
14 tgr

2) Ha r # 0 rac., akkor cosr,sinr, tgr TRANSZ-
CENDENS (Lindemann 1883) (Baker 1975)

(v.0. m;e)
, tgn
4. Probléma: Konvergens-e a —— sorozat?
n
1 1 1 1 1
Eléozmény: 1+ -+ - — - — - — = coe=1 /2
(El6zmény —|—2—|—3 17 F 6—|— og, V2 +
2 X sinn X tgn
3\/§, ; n ’ ngl n )
Alh’tjuk, hogy nem, ugyanis el0szor megmutatjuk,
t
hogy ha en konvergens lenne, akkor csak 0-hoz
n
t
tarthatna, ugyanis n, = |[kn| esetén &1k <
N




V3

— — 0, ha kK — oo (hiszen |n; — kr| <1< z).
ni 3

Segédtétel. Legyen « irracionalis szam. Ekkor 1é-
tezik végtelen sok p, g egész szam ugy, hogy

1
2

‘oz—]—)‘<
q q

Most térjink ré az eredeti allitas bizonyitasara:
Legyen o = g, g-t pedig vegyuk 1-nél nagyobb pa-

ratlan szamnak gy, hogy fennaljon, hogy

p T 1 s 1 =«
———‘<—2, azaz ‘p—q-—‘<—<—.
qg 21 q 21 q 4

Mivel g paratlan, a ctg fliiggvény differencialhaté a

T 0w T om .
{q — —; q§ + Z} intervallumon.

fgy a Lagrange-féle kozépérték-tétel szerint
s

5 kozott ugy, hogy

d zapésq



(x) |ctgp| = Ctgp—ctgq—‘—|p—q2‘
SlIl Z

1
sin’z

Mivel

< 2, igy (*)-bdl kapjuk, hogy

T 1 q P
Ictgp\SZ‘p—q—‘jltgplz > - >~
2 2‘ s 2 4
P—4q 9
végtelen sok p-re
t 1 tgn
P 4 n
t t t
Megjeqyzés: iQn, e g7n?’ g8n — 0 (rovid,
n n n
fél oldalas bizonyitas - err6l késobb)
t 11 - 000 - 000
Részeredmény: ten < , ha n
n n

108000000 (14 o cikk).
Math. Magazine (Vol. 72, No. 5, Dec, 1999), IRA
Rosenholtz

10



TETEL. lim 87 —
n—oo N,
Gondolatok a bizonyitashoz:
K. Mahler 1953-ban [On the appr. of m, Nederl.
Akad. Wetensch. Proc. Ser. A, 56(1953), 30-42]

megmutatta:
1
T —p/q| > e Vq > 2-re,

és ugyanakkor

1
’W-p/(]| > qﬁa

ha q elég nagy.
M. Mignotte 1974-ben javitotta 30-at 20-ra [Bull.
Soc. Math. France Mem., 37(1974), 121-132]

M. Hata 1993-ban ezt az ”irrationality measure”-t
8,02- re javitotta [Acta Arithmetica, 63(1993), 335-
349], azaz 3Q), hogy ha ¢ > @, akkor

1 .
(%) T —p/q| > 502 minden p-re.
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t
A 8,02 miatt adédik a g_é;n — 0. (%)-t és a Lagrange-
n

féle k.é.tétel - és kész (1d. az elébb emlitett cikk).
Tétel: lim 5.0 — 0
n—oo M

Bizonyitas. Hata eredményébdl kovetkezik, hogy
van olyan (), hogy ha q > () és r tetszoleges egész,

1
akkor |m — — > —og- opecidlisan r = 2p-re az all,
q q
2p 1 s
hogy |m — —| > —ggz. Ebbdl adodik, hogy
q q
T 1
C]'§—p > 2. 4702

Legyen p pozitiv egész és q olyan pozitiv egész, hogy
fennalljon

T
p—q-7

<
5| =

-
1

Feltehetjik, hogy q "elegend6en nagy”. Ha ¢ paros,

t 1
akkor |tgp| < 1, igy | ggp‘ < —g, amil “"nagyon ki-
p

p
csi”. Ha g paratlan, akkor - alkalmazva a Lagrange-

féle kozépértéktételt - hasonléan, mint elobb, azt
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kapjuk, hogy

7 7
[ctgp| = |ctgp —ctgq- - |=|p—q- 7|
2 2
1 > 1 s
sin®e¢| b= 2|’
amibol
1 7,02
[ tgp| < <2-q"
7
pP—4q 9
4 . ™ m ., ;1
Igy, mivel ‘p—q- 5 < Z_bOI g < p adodik, azt
t t
kapjuk, hogy | g8p| < 2.p7 908 tehit % 7kicsi”.
p p
t
Tehdt —25° — 0.
n

V. Kh Salikov 2008-ban [On the irrationality Me-
asure of m, Russ. Math. Surv., 63(2008), 570-572]
Irrationality measure: u(m) < 7,6063; azaz

1
|7T—p/CI| > W-

13



, t
foy ebbdl = —2° — 0 (1)
n

Végul:
Max. A. Alexeev 2011-ben belatta, hogy ha az

S 1
u.n. Flint Hills series (Z 3 ) konv., akkor

= n°sin(n?)
pu(m) < 2,5 lenne. (Egyébként algebrai irracionalis
szamokra p = 2)

t
(Megj.: ha ez teljesiilne, akkor g_2n — 0 biz.haté
n

lenne)

Megjegyzés: (Inter. Journal of Math. Analysis
Vol. 10, 2016, no. 12, 573-577.

”On the Convergence of Some Special Series” (M.A.
Chakhkiev, M.A. Ziroyan, N.P. Tretyakov)

A Flint Hills sor altalanosabb eseteivel foglalkoznak
(3 és 2 helyett mas paraméterekkel, s6t fgv.sorral,
azonban az eredeti esetre nincs konklizid)

2016!!
1

n'|sinn|®

Tétel (Alexeev) Ha pu(m) > 1+ %, akkor

divergens (u,v € RT)
1
n>| sinn|?

Kovetkezmény. Ha konvergens, akkor
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3 t
p(r) <1+ =(=2,5) és akkor i;@ — 0.
n

()

Bizonyitas. Ha u(m) > 1+ %, akkor k = 1 + %

esetén az

p
7"'__

1
q k

q

<

végtelen sok p, g-ra fennall.
Azaz FH{p;} és {q;} tgy, hogy

1
pi — ;| < =

Ekkor viszont egyrészt

. : 1 1
| sin(p;)| = | sin(p;—q;im)| < |pi—qim| < q"“‘l < Cpk—l
i i

fennall valamilyen C' > 0 szdmra (ami k-t6l fiigg).
Igy, ha n = p;, akkor

! > C7nFDv 0 majd
| sinn|”
1
. > C—vn(k—l)v nY = (Y
n"|sinn|®
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hiszen (k — 1)v — u = 0)

Masrészt

sin(1 + p;)| = [sin(1 + p; — ¢;7)| — sinl,

11—
ahonnan

1
(1 +pa)*|sin(1 4 p;)|"

fgy valoban divergens a kivant sorozat.
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