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Racionalis; irraciondlis (algebrai, transzcen-
dens)

m.m. szam transzcendens

Belatni egy szamrodl elég nehéz

Hermite 1873 az e-rol

Lindemann 1882 a 7-r6l

Uténa sin r, cos r, tg r, ctg r... (ahol r #£ 0
algebrai) (Lindemann—Weierstrass tétel; 1885)

Ez elott csak olyan szamokrol, amelyeket ”agy
csinaltak” (az irracionalis szamok racionalisok-

« s oy

Liouville: Ha o gyoke egy egész egyiitthatos n-

ed foku polinomok, akkor csak véges sok olyan

P ’ . P 1
a alaku tort van, amelyre |a — 5‘ < garT-

Ebbdl kovetkezik egy "teszt”.

Forditva nem mikodik; pl. m-nél, e-nél nem
mikodik ez a mdédszer.

> & = 0,110001000... rac. kozelités!!!)
n=1

(Liouville szam; 1844!

Pintér Lajos a tagozatos konyvében bemutatja
ennek a szamnak a transzcendens voltat, alap-
vetoen a Liouville-tételre épitve
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— Ennek kicsit mas iranyu bizonyitasat Pintér La-
jos személyes beszélgetésben mondta el nekem
("levetkoztetve” olyanna, hogy még egyszeriibb
legyen); O ennek mdvésze volt.

— A biz. elott 1-2 szét Pintér Lajosrdl...

Bizonyitsuk be, hogy az

= 1
(1) Lo = z; 5 = 0,11000100. .
j:

szam transzcendens.

Megoldas. Végezzink indirekt bizonyitast. Te-
gyiik fel, hogy van olyan P(x) = agx™ + a1z 1 +
.+ -4 a,, egész egyiitthatés polinom, hogy P(Lg) = 0.
Most {rjuk ki részletesen az (1) alatti sor j-edik rész-
letOsszegét (egyenlére j > n tetszoleges) és jeldljiik
p;-vel a kozos nevezore hozds utdn a megfelel6 szam-
1416t :
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Nyilvanval6, hogy
(3)

- 1 |
Lo— 22

100 — 106G+t T 1pG+ar ©

< 1 (1 FRE S )
— 10G+D)! 10 100

2
10G+1)

<

hiszen az utolsd sorban a zardjelben egy a =1, ¢ =
% paraméterii geometriai sor van. Ezek utan
tekintsiik a P(x) helyettesitési értékét a helyen,

és becsiiljuk azt a kovetkezoképpen:

10‘7

2K
) |P (1OJ ) = 103' _L0| = 0G0
Itt azt hasznaltuk ki, hogy ha xy gyoke a P(x) poli-

nomnak, akkor az (x — xg) gyoktényezd kiemelheto,
azaz

() P(z) = (z — o) P1(),

ahol Pj(x) szintén egy polinom, ami folytonos
figgvény lévén egy véges zart intervallumon korlatos

— és nyilvanvald, hogy a 1%33. alaku értékek egy elore
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kijelolheto véges zart intervallumba esnek minden j
esetén.

Ha tehat a |Pi(x)| egy fels6é korlatjat K-val
jeloljik, és figyelembe vessziilk, hogy xy gyanant L
vehetO, akkor valéban adédik a (4) alatti becslés.

Szorozzuk be most (4) mindkét oldalat (107')"-
nel, és alkalmazzuk a (3)-ban szerepl6 becslést:

(6) 2K (107" 2K (107"
a0y P (505)| < Soemr < 10N
2K

T

ha j — oo (az utolsé becslésnél azt hasznaltuk
ki, hogy 7 > n). Most ha 7 — oo, akkor a
jobb oldalon 125! — 0, igy a bal oldalon levo
sorozatnak is 0-hoz kell tartani, de mivel az a
sorozat egész szamokbol all (itt hasznaltuk ki, hogy
P n-edfoku egész egyilitthatds), ezért a sorozat
tagjai valahonnan kezdve 0-val kell hogy egyenloek
legyenek, ami azt jelenti, hogy a P(x) polinomnak
végtelen sok zérushelye van (ugyanis a fg-! értékek
mind kiilonbozéek (1d. (2)-t), ami ellentmondas,
hiszen egy n-edfokii polinomnak csak véges sok
zérushelye lehet.

Tehat Ly valoban transzcendens szam.




