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Adott n pont a s��kon

De�n��ci�o

Legyen P egy n elem}u ponthalmaz a s��kon. Vegy�unk k�et
k�ul�onb�oz}o pontot P-b}ol �es hat�arozzuk meg t�avols�agukat. A kapott�
n

2

�
pozit��v sz�am a ponthalmazunk meghat�arozott t�avols�agai.

A t�avols�agok nem sz�uks�egszer}uen k�ul�onb�oz}ok. Igaz�ab�ol a realiz�alt
�ert�ekek bizonyos multiplicit�assal �ertend}ok.
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P�elda 0
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P�elda I

A sz�amegyenes 1; 2; : : : ;n pontjai.

n� 1 k�ul�onb�oz}o t�avols�ag: 1; 2; : : : ;n� 1.

Az i t�avols�ag multiplicit�asa n� i.
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P�elda II

A sz�amegyenes 1; 2; 4; 8; : : : ; 2n�1 pontjai.

�
n

2

�
k�ul�onb�oz}o t�avols�ag. (Mi�ert?)

Mindegyik t�avols�ag multiplicit�asa 1.

Hajnal P�eter HIMT 2019



P�elda II

A sz�amegyenes 1; 2; 4; 8; : : : ; 2n�1 pontjai.

�
n

2

�
k�ul�onb�oz}o t�avols�ag. (Mi�ert?)

Mindegyik t�avols�ag multiplicit�asa 1.

Hajnal P�eter HIMT 2019



P�elda II

A sz�amegyenes 1; 2; 4; 8; : : : ; 2n�1 pontjai.

�
n

2

�
k�ul�onb�oz}o t�avols�ag. (Mi�ert?)

Mindegyik t�avols�ag multiplicit�asa 1.

Hajnal P�eter HIMT 2019



P�elda II

A sz�amegyenes 1; 2; 4; 8; : : : ; 2n�1 pontjai.

�
n

2

�
k�ul�onb�oz}o t�avols�ag. (Mi�ert?)

Mindegyik t�avols�ag multiplicit�asa 1.

Hajnal P�eter HIMT 2019



Az egyenes

Az egyenest kiakn�aztuk.

Az egyenesen n pont mindig legal�abb n� 1 t�avols�agot meghat�aroz.
(Mi�ert?)

Ez a minim�alis t�avols�ag sz�am meg is val�os��that�o.

A maxim�alis t�avols�ag sz�am/
�
n

2

�
is megval�os��that�o.

Az �erdekes k�erd�es: L�epj�unk ki a s��kba! Konstru�aljunk olyan
ponthalmazt, amely min�el kevesebb t�avols�agot tartalmaz.
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P�elda III

6� 6 n�egyzetr�acs 36 pontja.

K�ul�onb�oz}o t�avols�agok sz�ama?

Multiplict�asok?
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P�elda IV

Egy h�aromsz�ogr�acs pontjai.

K�ul�onb�oz}o t�avols�agok sz�ama?

Multiplict�asok?
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Az els}o nagy k�erd�es

De�n��ci�o

K�ulT�av(P) = jfd : d egy meghat�arozott t�avols�ag P-bengj:

De�n��ci�o

K�ulT�av(n) = minfK�ulT�av(P) : jPj = ngj:
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Egy t�etel

T�etel

1

2

p
n � K�ulT�av(n):
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Bizony��t�as

Legyen P egy tetsz}oleges n elem}u ponthalmaz a s��kon. Legyen � a
k�ul�onb�oz}o t�avols�agok sz�ama.

Legyen A egy pont P-b}ol. Rajzoljunk A k�or�ul � darab koncentikus
k�ort, amelyek sugarai a P �altal meghat�arozott t�avols�agok. �Igy ez a
� darab k�or lefedi az A-t�ol k�ul�onb�oz}o n� 1 pontot.

Legyen B egy A-t�ol k�ul�onb�oz}o pont P-b�ol. Ism�etelj�uk meg B k�or�ul
is a fentieket.
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Bizony��t�as (folytat�as)

Mindk�et � k�orb}ol �all�o rendszer lefedi az A-t�ol �es B-t}ol k�ul�onb�oz}o
n� 2 pontot. Azaz

n� 2 � 2 ��2:
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A dolgok �all�asa

T�etel (Guth{Katz 2015, Erd}os P�al 1946)

1

100

n

log n
� K�ulT�av(n) � 100

np
log n

:
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A m�asodik nagy k�erd�es

De�n��ci�o

EgyT�av(P) = jffA;Bg � P : d(A;B) = 1gj:

De�n��ci�o

EgyT�av(n) = maxfEgyT�av(P) : jPj = ngj:
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Egys�egt�avols�agok gr�afja

De�n��ci�o

Legyen P egy v�eges ponthalmaz. Pontjainkat cs�ucsoknak vessz�uk
�es k�et cs�ucsot akkor �es csak akkor k�ot�unk �ossze, ha
egys�egt�avols�agra vannak egym�ast�ol. A kapott egyszer}u gr�afot a
ponthalmaz egys�egt�avols�ag-gr�afj�anak nevezz�uk �es UP -vel jel�olj�uk.
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Matematikai nyelvezet

Lemma

Egy s��kbeli ponthalmaz egys�egt�avols�ag gr�afja nem tartalmaz n�egy
p�aronk�ent �osszek�ot�ott pontot/n�egy elem}u klikket.
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Bizony��t�as

Indirekt m�odszer: Tegy�uk fel, hogy m�egis van n�egy p�aronk�ent
�osszek�ot�ott pontunk A, B, C �es D. A marad�ek csak

"
ellentmond�as

vad�aszat".

A �es B �osszek�ot�ott, teh�at egys�egt�avols�agra vannak.

Hol lehet C �es D? �Eppen van nekik hely. DE!!!
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Bizony��t�as �abr�an
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H�etk�oznapi nyelvezet

Egy szabadul�oszoba honlapja

Van n�egy haj�om egym�ast�ol mind 100{100 m�eterre, egy h�arom
evez}osoros g�alya, egy k�et �arb�ocos vitorl�as, �es egy csatahaj�o. Mi a
negyedik?

ELTE szakdolgozat

A tengeren n�egy haj�o halad egy�utt, k�ozel egym�ashoz: b�armely k�et
haj�o t�avols�aga 3 km. A haj�ok k�oz�ott van tehersz�all��t�o, olajsz�all��t�o
�es utassz�all��t�o haj�o. Milyen haj�o a negyedik?
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Egy t�etel eredete

Egy matematikai k�erd�es

H�any �ele lehet egy n pont�u egyszer}u gr�afnak, ha nincs benne n�egy
p�aronk�ent �osszek�ot�ott cs�ucs?
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A v�alasz

1. V�alasz:
"
Sok."

2. v�alasz (Tur�an P�al): [Az egyszer}us�eg kedv�e�ert tegy�uk fel 3jn.]
Osszuk h�arom egyenl}o elemsz�am�u halmazba/r�eszbe a cs�ucsokat.
K�et cs�ucs akkor �es csak akkor �osszek�ot�ott, ha k�ul�onb�oz}o r�eszhez
tartoznak. Ez n2=3 �el, ennyi �el�unk lehet. T�obb NEM.
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Egy k�oz�episkolai versenyfeladat

OKTV II. fordul�o, 1980

Egy k�etkar�u m�erlegen kn+ 1 darab goly�o t�omeg�et hasonl��tjuk
�ossze (k, n pozit��v eg�eszek). A goly�okat minden lehets�eges
p�aros��t�asban a m�erlegre t�eve azt tapasztaljuk, hogy a m�erleg

b =

�
k

2

�
n
2 + (k� 1)n+ 1

esetben billen ki (a feltett k�et goly�o k�ul�onb�oz}o t�omeg}u; egy
goly�op�art csak egyszer helyez�unk r�a a m�erlegre). Bizony��tsuk be,
hogy a goly�ok k�oz�ott van legal�abb k+ 1 k�ul�onb�oz}o t�omeg}u! Igaz-e
ez az �all��t�as akkor is, ha a m�erleg csak b� 1 esetben billen ki?
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Vissza a matematikai nyelvezethez

Egy s��kbeli ponthalmaz egys�egt�avols�ag gr�afja nem tartalmaz K2;3

r�eszgr�afot.

"
H�arom h�az|kett}o k�ut" gr�af.
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Gr�afelm�elet

T�etel

Legyen G egy n cs�ucs�u egyszer}u gr�af, amely nem tartalmaz K2;3

r�eszgr�afot. Ekkor G �eleinek sz�ama legfeljebb

2 � n3=2:
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Egy j�o elindul�as

H�any egy cs�ucsb�ol indul�o �elp�ar lehet G-ben?

Pontosan X
v:v2V

�
d(v)

2

�
:

Legfeljebb

2 �
�
n

2

�
:
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Ford��t�as

Geometriai motiv�aci�o.

Kombinatorikus k�erd�es.

A kombinatorikus k�erd�es megold�asa a kombinatorik�an bel�ul.

A kombinatorikus v�alasz geometriai �ertelmez�ese.

T�etel

Egy n elem}u s��kbeli ponthalmaz legfeljebb 2n3=2 egys�egt�avols�agot
hat�aroz meg.
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A dolgok �all�asa

T�etel (Erd}os P�al 1946, Spencer{Szemer�edi{Trotter 1984)

1

100
n
1+1= log log n � EgyT�av(n) � 100n4=3:
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Unalmas, sz��nezz�uk ki

Probl�ema (Hadwiger|Nelson)

Sz��nezz�uk ki a s��k pontjait min�el kevesebb sz��nnel �ugy hogy az
egys�egt�avols�agra l�ev}o pontp�arok k�et k�ul�onb�oz}o sz��nt kapjanak.

Erd}os P�al, Leo �es William Moser, Hugo Hadwiger, Martin Gardner,
Heiko Harborth, Solomon W. Golomb, Edward Nelson (1950,
egyetemi hallgat�o), John Isbell, Victor Klee, William T. Tutte, : : :
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H�et sz��n el�eg

Bizony��t�as:
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Kett}o sz��n nem el�eg

Bizony��t�as:
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Kett}o sz��n nem el�eg

Bizony��t�as:
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H�arom sz��n nem el�eg

Moser|Moser-ors�o.
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H�arom sz��n nem el�eg

Moser|Moser-ors�o.
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N�egy sz��n nem el�eg

Nem bizony��tjuk.

Friss.

Aubrey de Grey, 2018. �aprilis 8.

A s��k kromatikus sz�ama legal�abb 5.

Igaz�ab�ol nem �ertj�uk a bizony��t�ast.
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Pint�er Tan�ar �ur m�asik kedvenc lapja
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Pint�er Tan�ar �ur m�asik kedvenc lapja
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Merre tov�abb?

Sok k�erd�es marad azoknak is, akik m�eg csak az �altal�anos iskolai
padokat koptatj�ak.
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V�ege van!

K�osz�on�om a �gyelmet!
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