Véges ponthalmazok és az dltaluk meghatarozott
tavolsdgok

Hajnal Péter

Bolyai Intézet, TTIK, SZTE, Szeged

2019. marcius 23.

Hajnal Péter HIMT 2019



fHac




A kezdet

HIMT 2019



A kezdet

Erdés Pal
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Amer. Math. Monthly 53(1946), 248-250.

ON SETS OF DISTANCES OF » POINTS
P. ERDUS, Stanford University

1. The function f(n). Let [P, ] be the class of all planar subsets P, of n
points and denote by f(#) the minimum number of different distances deter-
mined by its » points for P, an element of [P.. }. Clearly, f(3) =1 (with the three
points forming the vertices of an equilateral triangle) f(4) =2, f(5) =2. The fol-
lowing theorem establishes rough bounds for arbitrary n. Though I have sought
to improve this result for many years, I have not been able to do so.

THEOREM 1. The minimum number f(n) of distances determined by »n points
of a plane satisfies the inequalities

(n — 3/4)12 — 1/2 =< f(n) = cn/(log n)'2

Proof. Let Py be an arbitrary vertex of the least convex polygon determined
by the n points, and denote by K the number of different distances occurring
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Pintér Lajos

Pintér Lajos
Arad, 1929. méjus 29. — Szeged, 2019. januar 6.
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Adott n pont a sikon

Definicié

Legyen P egy n elemi ponthalmaz a sikon. Vegyunk két
kulonbozd pontot P-bdl és hatdrozzuk meg tdvolsagukat. A kapott
(g) pozitiv szdm a ponthalmazunk meghatarozott tavolsagai.
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Adott n pont a sikon

Definicié

Legyen P egy n elemi ponthalmaz a sikon. Vegyunk két
kulonbozd pontot P-bdl és hatdrozzuk meg tdvolsagukat. A kapott
(g) pozitiv szdm a ponthalmazunk meghatarozott tavolsagai.

A tavolsagok nem sziikségszeriien killonbozok. lgazabdl a realizalt
értékek bizonyos multiplicitassal értenddk.
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Példa 0
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A szdmegyenes 1,2,...,n pontjai.
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Példa |

A szdmegyenes 1,2,...,n pontjai.

Pl P2 Pg P4 Pn—2 Pn
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Példa |

A szdmegyenes 1,2,...,n pontjai.
Pl Pg P3 P4 Pn—2 Pn
e— O —0—0—0—0—90 00 0 0 0
Pn—l
n — 1 kulonbozé tavolsag: 1,2,...,n— 1.
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Példa |

A szdmegyenes 1,2,...,n pontjai.
Pl P2 P3 P4 Pn—2 Pn
e— O —0—0—0—0—90 00 0 0 0
Pn—l
n — 1 kulonbozé tavolsag: 1,2,...,n— 1.

Az i tavolsdg multiplicitdsa n — i.
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A szamegyenes 1,2,4,8,...,2

n

~1 pontjai.
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A szamegyenes 1,2,4,8,...,2

=1 phontjai.
PP Dy Py
e

«40>» «Fr» «=)» < Q>
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Példa Il

n

A szamegyenes 1,2,4,8,...,2"! pontjai.

P P Py P, P

e \ 4 @

(5) kiilénbéz6 tavolssg. (Miért?)
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Példa Il

A szamegyenes 1,2,4,8,...,2"! pontjai.

Pl P2 P3 P4

cEo—e—eo —e@ °
(5) kiilénbéz6 tavolssg. (Miért?)

Mindegyik tavolsag multiplicitdsa 1.
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Az egyenest kiakndztuk.
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Az egyenes

Az egyenest kiakndztuk.

Az egyenesen n pont mindig legaldbb n — 1 tavolsdgot meghataroz.
(Miért?)
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Az egyenes

Az egyenest kiakndztuk.

Az egyenesen n pont mindig legaldbb n — 1 tavolsdgot meghataroz.
(Miért?)

Ez a minimdlis tdvolsdg szdm meg is valdsithatd.
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Az egyenes

Az egyenest kiakndztuk.

Az egyenesen n pont mindig legaldbb n — 1 tavolsdgot meghataroz.
(Miért?)

Ez a minimdlis tdvolsdg szdm meg is valdsithatd.

A maximalis tévolsdg szam/(3) is megvalsithato.
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Az egyenes

Az egyenest kiakndztuk.

Az egyenesen n pont mindig legaldbb n — 1 tavolsdgot meghataroz.
(Miért?)

Ez a minimdlis tdvolsdg szdm meg is valdsithatd.
A maximalis tévolsdg szam/(3) is megvalsithato.

Az érdekes kérdés: Lépjunk ki a sikba! Konstrudljunk olyan
ponthalmazt, amely minél kevesebb tavolsagot tartalmaz.
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6 X 6 négyzetrdcs 36 pontja.
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Példa IlI

6 X 6 négyzetrdcs 36 pontja.

Hajnal Péter
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Példa IlI

6 X 6 négyzetrdcs 36 pontja.

Kulonbozd tavolsagok szama?
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Példa IlI

6 X 6 négyzetrdcs 36 pontja.

[TTT

Kulonbozd tavolsagok szama?

Multiplictasok?
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Egy haromszogracs pontjai.
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Példa IV

Egy haromszogracs pontjai.

(NCNNN
NN
NN N NN
\WAVAVAVAVAV/
VAVAVAVAV
NN
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Példa IV

Egy haromszogracs pontjai.

NN NN
AVAVAVAVA
/N NN NN N
\WAVAVAVAVAV,
VAVAVAVAV
NN/

Kulonbozd tavolsagok szama?
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Példa IV

Egy haromszogracs pontjai.

NN NN
AVAVAVAVA
/N NN NN N
\VAVAVAVAVAV
VAVAVAVAV
NN/

Kulonbozd tavolsagok szama?

Multiplictasok?
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Az els6 nagy kérdés

Definicio

KilTav(P) = [{d : d egy meghatdrozott tavolsdg P-ben}|.
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Az els6 nagy kérdés

Definicio

KilTav(P) = [{d : d egy meghatdrozott tavolsdg P-ben}|.

Definicid

KiilTav(n) = min{KiilTév(P) : [P| = n}|.
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Egy tétel

1
5V < KiilTav(n).
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Bizonyitds

Legyen P egy tetszbleges n elemii ponthalmaz a sikon. Legyen A a
kulonbozo tavolsagok szama.
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Bizonyitds

Legyen P egy tetszbleges n elemii ponthalmaz a sikon. Legyen A a
kulonbozo tavolsagok szama.

Legyen A egy pont P-bél. Rajzoljunk A korul A darab koncentikus

kort, amelyek sugarai a P altal meghatarozott tavolsagok. fgy ez a
A darab kor lefedi az A-tdl kulonbozb n — 1 pontot.
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Bizonyitds

Legyen P egy tetszbleges n elemii ponthalmaz a sikon. Legyen A a
kulonbozo tavolsagok szama.

Legyen A egy pont P-bél. Rajzoljunk A korul A darab koncentikus
kort, amelyek sugarai a P altal meghatarozott tavolsagok. Igy ez a
A darab kor lefedi az A-tdl kulonbozb n — 1 pontot.

Legyen B egy A-tdl kulonbozé pont P-bdl. Ismételjuk meg B koriil
is a fentieket.
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Bizonyitas (folytatds)

Mindkét A korbdl allé rendszer lefedi az A-tél és B-tél kulonbozd
n — 2 pontot. Azaz
n—2<2.A%
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A dolgok allasa

Tétel (Guth-Katz 2015, Erdés Pal 1946)

1 n - n

Viogn
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A midsodik nagy kérdés

Definicié

EgyTav(P) = [{{A,B} C P : d(A,B) = 1}].
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A midsodik nagy kérdés

Definicié

EgyTav(P) = [{{A,B} C P : d(A,B) = 1}].

Definicié

EgyTav(n) = max{EgyTav(P) : |P| = n}|.
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Egységtdvolsdgok grafja

Definicio

Legyen P egy véges ponthalmaz. Pontjainkat csiicsoknak vesszuk
és két csicsot akkor és csak akkor kotunk ossze, ha
egységtavolsagra vannak egymastdl. A kapott egyszer(i grafot a
ponthalmaz egységtavolsdg-grafjanak nevezzik és Up-vel jeloljik.
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Matematikai nyelvezet

Egy sikbeli ponthalmaz egységtavolsag grafja nem tartalmaz négy
paronként osszekotott pontot/négy elemii klikket.
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Bizonyitds

Indirekt mddszer: Tegyuk fel, hogy mégis van négy paronként
osszekotott pontunk A, B, C és D. A maradék csak , ellentmondas
vadaszat”.
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Bizonyitds

Indirekt mddszer: Tegyuk fel, hogy mégis van négy paronként
osszekotott pontunk A, B, C és D. A maradék csak , ellentmondas

vadaszat”.

A és B osszekotott, tehat egységtavolsdgra vannak.
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Bizonyitds

Indirekt mddszer: Tegyuk fel, hogy mégis van négy paronként
osszekotott pontunk A, B, C és D. A maradék csak , ellentmondas
vadaszat”.

A és B osszekotott, tehat egységtavolsdgra vannak.

Hol lehet C és D? Eppen van nekik hely. DE!!!

Hajnal Péter HIMT 2019



Bizonyitas dbrdn

Hajnal Péter
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Hétkoznapi nyelvezet

Egy szabadulészoba honlapja

Van négy hajém egymastdl mind 100-100 méterre, egy harom
evezbsoros galya, egy két drbdcos vitorlas, és egy csatahajé. Mi a
negyedik?
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Hétkoznapi nyelvezet

Egy szabadulészoba honlapja

Van négy hajém egymastdl mind 100-100 méterre, egy harom
evezbsoros galya, egy két drbdcos vitorlas, és egy csatahajé. Mi a
negyedik?

ELTE szakdolgozat

A tengeren négy hajé halad egyutt, kozel egymashoz: barmely két
hajé tdvolsdga 3 km. A hajék kozott van teherszallitd, olajszallitd
és utasszallité hajé. Milyen hajé a negyedik?
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Egy tétel eredete

Egy matematikai kérdés

Hany éle lehet egy n pontl egyszer(i grafnak, ha nincs benne négy
paronként osszekotott csics?
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1. Vélasz: ,Sok.”
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A valasz

1. Viélasz: , Sok.”

2. vélasz (Turdn Pal): [Az egyszeriiség kedvéért tegyuk fel 3|n.]
Osszuk harom egyenl8 elemszamd halmazba/részbe a csiicsokat.
Két cstics akkor és csak akkor osszekotott, ha kulonbozd részhez
tartoznak. Ez n2/3 él, ennyi élunk lehet. Tobb NEM.
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Egy kozépiskolai versenyfeladat

OKTV II. fordulé, 1980

Egy kétkari mérlegen kn + 1 darab golydé tomegét hasonlitjuk
ossze (k, n pozitiv egészek). A golydkat minden lehetséges
parositdsban a mérlegre téve azt tapasztaljuk, hogy a mérleg

b= (E)n2+(k—1)n+1

esetben billen ki (a feltett két golyé kiilonbozd tomegii; egy
golydpart csak egyszer helyeziink rd a mérlegre). Bizonyitsuk be,
hogy a golydk kozott van legaldbb k + 1 kilonbozd tomegii! Igaz-e
ez az allitas akkor is, ha a mérleg csak b — 1 esetben billen ki?
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Vissza a matematikai nyelvezethez

Egy sikbeli ponthalmaz egységtavolsdg grafja nem tartalmaz K 3
részgrafot.
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Vissza a matematikai nyelvezethez

Egy sikbeli ponthalmaz egységtavolsdg grafja nem tartalmaz K 3
részgrafot.
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Vissza a matematikai nyelvezethez

Egy sikbeli ponthalmaz egységtavolsdg grafja nem tartalmaz K 3
részgrafot.

» Harom haz—kett6 kat” graf.
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Grafelmélet

Legyen G egy n cslicsi egyszerii graf, amely nem tartalmaz Kj 3
részgrafot. Ekkor G éleinek szama legfeljebb

21032,
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Hény egy cstcsbdl induld élpar lehet G-ben?
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Hény egy cstcsbdl induld élpar lehet G-ben?

Pontosan
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N

«O> «Fr « = 4 P NEa



Egy j6 elindulds

Hény egy cstcsbdl induld élpar lehet G-ben?

Pontosan

Legfeljebb
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Geometriai motivacio.
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Geometriai motivacio.

Kombinatorikus kérdés.
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Forditas

Geometriai motivacio.

Kombinatorikus kérdés.

A kombinatorikus kérdés megolddsa a kombinatorikan belul.

Hajnal Péter HIMT 2019



Forditas

Geometriai motivacio.

Kombinatorikus kérdés.

A kombinatorikus kérdés megolddsa a kombinatorikan belul.

A kombinatorikus valasz geometriai értelmezése.
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Forditas

Geometriai motivacio.

Kombinatorikus kérdés.

A kombinatorikus kérdés megolddsa a kombinatorikan belul.

A kombinatorikus valasz geometriai értelmezése.

3/2

Egy n elemii sikbeli ponthalmaz legfeljebb 2n
hataroz meg.

egységtdvolsdgot
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A dolgok allasa

Tétel (Erd6s Pal 1946, Spencer—Szemerédi—Trotter 1984)

ﬁn”l/bg logn < EgyTav(n) < 100n*/3.
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Unalmas, szinezzuk ki

Probléma (Hadwiger—Nelson)

Szinezzuk ki a sik pontjait minél kevesebb szinnel (igy hogy az
egységtavolsagra [évo pontparok két kulonbozo szint kapjanak.
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Unalmas, szinezzuk ki

Probléma (Hadwiger—Nelson)

Szinezzuk ki a sik pontjait minél kevesebb szinnel (igy hogy az
egységtavolsagra [évo pontparok két kulonbozo szint kapjanak.

Erdds Pal, Leo és William Moser, Hugo Hadwiger, Martin Gardner,
Heiko Harborth, Solomon W. Golomb, Edward Nelson (1950,
egyetemi hallgatd), John Isbell, Victor Klee, William T. Tutte, ...
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Bizonyftés:
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Hét SZ|’n elég

B|Zony|’tals

-~ Hajnal Péter  HIMT 2019
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BiZOﬂyfta's:

fHac

a
O
v
a
v
a
i
v
a
i
v
Tl



Kettd szin nem elég

Bizonyitds:
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Harom szin nem elég
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Harom szin nem elég

Moser—Moser-orsé.
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Nem bizonyitjuk.

fHac

a
O
v
a
v
a
i
v
a
i
v
Tl



Nem bizonyitjuk.

Friss.
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Négy szin nem elég

Nem bizonyitjuk.

Friss.

Aubrey de Grey, 2018. aprilis 8.

A sik kromatikus szdma legaldbb 5.
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Négy szin nem elég

Nem bizonyitjuk.

Friss.

Aubrey de Grey, 2018. aprilis 8.

A sik kromatikus szdma legaldbb 5.

Igazdbdl nem értjik a bizonyitast.
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Pintér Tandr Gr mdsik kedvenc lapja
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Merre tovabb?

Sok kérdés marad azoknak is, akik még csak az altaldnos iskolai
padokat koptatjdk.
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Koszonom a figyelmet!
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