XXV. Hajnal Imre Matematika Tesztverseny-2022
|. kategdria megoldasok

Mennyi a v121 -nél kisebb (pozitiv) primszamok osszege?
A) 15 B) 12 C)17 D) 18 E) mas valasz

V121 = 11, az ennél kisebb pozitiv primek dsszege: 24+ 3 +5+7 =17
Megjegyzés: az 1 nem primszam, és vannak negativ primek is.

C

Az ABC haromszogben ABC4 = 70" és ACBA = 80°. Mekkora szog alatt latszik a haromszog
legnagyobb oldala a haromszogbe irhato kor kozéppontjabol?

A) 70° B) 80° C) 30° D) 130° E) mas valasz
A haromszogbe irhatd kor kozéppontja a szogfelezOk metszéspontja: _Ac
fanfz=0. Mivel CAB% =180"—70"—80 =30, ezért a 4\
legnagyobb oldal az AB oldal (a legnagyobb, 80°-0s szdggel szemben _ AN
van). A haromszog belsé szogeinek dsszegét és a szogek felezését %/ 130 35/\&
is figyelembe véve AOB4 = 180" — 15" — 35" = 130° e =
D

Hany darab abc alaki, tizes szamrendszerbeli haromjegyii szam van, amely esetén az abc +
bca + cab 6sszeg négyzetszam?

A1l B)9 C)11 D) 12 E) mas valasz

Az abc + bca + cab Osszeget felirhatjuk a kovetkezd modon is:
(100a + 10b +¢) + (100b + 10c + a) + (100c + 10a+ b) =111(a+b+c) =3-37(a+ b +
c). Ahhoz, hogy ez a szam négyzetszam legyen, igaznak kell, legyen: 37|(a + b + ¢). De ez nem lehet
igaz, mertaz a + b + ¢ maximalis értéke 27 < 37, igy nincs olyan abc alaku, tizes szamrendszerbeli
haromjegyti szam, amely megfelelne a fenti feltételnek.

E

Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amely 15-tel osztva 13-at, 17-tel osztva 15 maradékot
ad?

A) 253 B) 255 C) 258 D) 508 E) mas vélasz

Jeloljiik ezt a legkisebb szamot n-nel! A feltételek miatt az n + 2 oszthatd 15-tel és 17-tel is. Mivel

(15;17) =1 (relativ primek), ezért 15-17|(n+ 2). Mivel a legkisebbet keressiik, ezért:
15-17 = (n + 2) = 255 =n + 2, amibdl n = 253.

Ellendrzéssel meggydzddhetiink, hogy a 253 megfelel a feltételeknek.
A



5. Egy szabalyos dobokockaval haromszor dobunk egymas utan. A dobott pontszamokat a dobas
sorrendjében leirjuk egymas mellé, igy a harom dobas utian kapunk egy haromjegyi szamot. Az
igy felirhato (kidobhatd) haromjegyu szamok kozott hany olyan van, amelyben a szamjegyek
osszege 77

A) 24 B) 10 C)e6 D) 15 E) mas valasz

A szabalyos dobokockan szerepelnek: 1; 2; 3; 4; 5; 6. A 6-0s nem jOhet szoba, mert a masik két
dobas 6sszege nem lehet 1, mivel nincs 0.

A lehetséges eseteket foglaljuk tablazatba egy lehetséges rendszer szerint:

Els6 szamjegy 1-es | Els6 szamjegy 2-es | Els6 szamjegy 3-as | Els6 szamjegy 4-es | Els6 szamjegy 5-0s
115 214 313 412 511
151 241 331 421 -
124 223 322 - -
142 232 - - -
133 - - - -
5db 4db 3db 2db 1db
Osszesen: 15 db

D

6. Gondoltam egy egész szamra, majd a szamhoz hozzaadtam a négyzetét Az igy kapott dsszegre
melyik allitas biztosan nem teljesiil?

A) oszthaté 7-tel B) végzodése 5 C) primszam

D) nem negativ E) paros

Ha a gondolt szdmot n-nel jeldljiik, akkor a feltételbdl az 6sszeg n + n?, amit szorzatta alakithatunk:
n(n + 1). Ebbdl a formatumbol latszik, hogy az Osszeg felirhatd két egymast kdvetd egész szam
szorzataként, ami biztosan paros, ami nem végzddhet 5-re.

Megjegyzés: a tobbi feltételt nem sziikséges vizsgélni, mert a versenykiiras szerint pontosan egy helyes
valasz van, de mindegyikre lehet egy-egy példat talalni, pl.: 7|7 + 72 = 56; 1+ 1% = 2 prim;
2 4+ 2% > 0; 3+ 3% = 12 paros. A gondolt szam eldjele (esetleg 0) nem befolyasolja a megoldast.

B



7. Az ABCD téglalapot az abran lathaté modon hét olyan négyzetre bontottuk o
fel, melyek koziil harom-harom darab egybevago. Mennyi az ABCD téglalap 1.
teriilete, ha AD = 36 cm? Xy

A) 1440 cm? B) 1404 cm? C) 1943 cm? | |
D) 1800 cm? E) 1584 cm?

Jeloljiik a legkisebb négyzet (a B cstcsbdl balra induld harom db) oldalat x-szel!

A kozéps6 oldalhosszusagu (a D cstcsbol lefelé induld harom db) négyzet oldala az abra alapjan:

AD 36
—===12cm.
3 3

A legnagyobb négyzet (a C csucsnal 1évo egy db) oldala igy az abra alapjan 3x lesz, de ez megegyezik
36 — x-szel is (BC — x), amib6l 3x =36 —x => x =9cm = BC — x = 27 cm.

Az ABCD téglalap teriilete:
TABCD =3'92+272+3'122 = (3'12)(12+3'9)= 36'39: 1404cm2
B

8. Egy kijelzén a négy egymas melletti gombon két mosolygos és két szomoru ® @ ® @
»arc” lathato az abran megadott sorrendben. Ha megnyomunk a négy

koziil egy gombot, akkor a rajta levé arc atvalt az ellenkezdjére, akarcsak a gombbal szomszédos
gomb(ok)on levo arc(ok). Legkevesebb hany gombnyomassal érhetd el, hogy mind a négy gombon
mosolygos arc legyen?

A) 2 B) 4 C)6 D)5 E) 3

Egy lehetéség minimalis gombnyomassal:

Alaphelyzet:

®O06 0

Balrol a masodik gomb megnyomasa utan:

©BOO

Balrél a harmadik gomb megnyomasa utan:

©OBB

A jobb oldali gomb megnyomasa utan a kivant helyzet all el6:

©OOO

Megjegyzések: a gombok egyenkénti megnyomasaval kiprobalhatd, hogy egy gombnyomas nem
elegendd. Ennek folytatasaként hasonldé modon, bar egy kicsit tovabb tart, azt is meg lehet mutatni,
hogy két 1épés sem elegendd.

Altaldnosan ez a rész (a 2 1épés nem elegendd) Pdlinkds Istvan rendkiviil elegans Stlete alapjan a
kovetkezOképpen bizonyithato:

Ha széIs6 gombot (1. vagy 4.) nyomunk meg, akkor a vidam arcok szamanak a paritasa nem valtozik
(0 vagy +2), de ha kozbiilsé6 gombot nyomok meg (2. vagy 3.), akkor megvaltozik a paritasa (+3 vagy
+1). A kezdballapotban 2 db vidam arc van: ha ebbdl két 1épésben el lehet jutni 4 vidam arcig, akkor
azt csak 0igy lehet, ha két sz€1s6 vagy két kozbiilsé gombot nyomunk meg. Tekintve, hogy ugyanazt a
gombot nincs értelme tobbszor megnyomni, az 1.és 4. vagy 2.és 3. gombnyomas kombinaciok
johetnek szdba, de a sorrendek valtoztatasat is figyelembe véve, egyik sem hozza a kivant eredményt.

E



9. Egy dobozban almak és korték vannak. Ugyanannyi alma kukacos, mint amennyi korte. Az almak
kétharmada, a korték haromnegyede nem kukacos. A dobozban levo gyiimolcsok hanyad része
nem kukacos?

A) otheted B) otnyolcad C) héttized D) négyotod E) mas valasz

Jeloljiik az almak szamat a-val, a korték szamat k-val, a kukacos gylimolesok szamat fajtanként x-
szel!

, , 2
Nem kukacos almak szama: ;0= 2x = a = 3x

Nem kukacos korték szama: zk =3x = k = 4x

A nem kukacos gylimolcsok aranya az 6sszes gyiimolcshoz viszonyitva:

2x+3x_5x_5

3x +4x  Tx 7
A

10. Az A és B halmazok Venn-diagramja az abran lathato médon két, az 0,4,

illetve 0, kozéppontu, 3 cm, illetve 5 cm sugara kor. Mennyi a B\ A és az
A\B halmazokat ,,jel6l6” alakzatok teriileteinek kiilonbsége? °

A) 16w cm? B) 20mcm? C) 18w cm? D) 22w cm? E) mas valasz

Jeloljiik a két halmaz kozos részének tertiletét x-szel (Tynp)!

A kor teriiletképletét (T, = r?m) és az adatokat felhasznalva: T, = 9 cm? és Ty = 25w cm?

Az szbdban forgd alakzatok teriileteinek kiilonbsége (nagyobbdl kivonva a kisebbet):

Tpna — Ta = (25w — x) — (97 — x) = 16w cm?

Megjegyzés: Ugyan a feladat nem tett emlitést arrol, hogy melyik teriiletbdl kell kivonni a masikat, de

a megoldasokban csak pozitiv érték szerepel, igy értelemszeriien a nagyobb teriiletbdl kellett kivonni
a kisebbet.

A

11. Ha x és y tetszéleges valos szam, akkor mennyi az x* + y? — 8x + 6y + 13 Kkifejezés legkisebb
helyettesitési értéke?

A0 B) —15 C)13 D) —12 E) mas valasz

Alakitsuk 4t a szoban forgd masodfoku, kétvéltozos (x;y) kifejezést teljes négyzetes formara
(bindbmok négyezetei Osszegére), felhasznalva a két tag Gsszegének vagy kiilonbségének kozismert
(a + b)? = a® £ 2ab + b? szabalyait! Kapjuk:

x> +y2—8x+6y+13=x2—-8x+y’+6y+13=(x—4)?-16+(y+3)>—9+13 =
=(x—-4)2*+ @y +3)*-12

=0 =0

A haromtagl 6sszeg akkor lesz minimalis, ha az elsd két nemnegativ tag 0 értéket vesz fel. Kérdés
még, hogy fel tudja-e venni ez a két tag a 0 értéket. Igen. Ezt a 0 értéket a tagok x = 4, illetve
y = —3 esetén fel is veszik, igy a kifejezés minimalis értéke: —12

D



12. Adott a sikon a koordinataikkal megadott négy pont: A(\/E ; \/§),
B(Z +/3; \/§), C(Z —2; \/E), D(\/E ++/3;V6 — 2). Ezen pontok kozott hany olyan van,
melynek koordinatai osszege és kiillonbsége is racionalis szam?

A) 4 B) 1 C)2 D) 3 E)0

Az Osszegek és kiilonbségek vizsgalatanal hasznéljuk fel, hogy a széban forg6 irraciondlis szamok
Osszege, racionalis szamokkal vald szorzata, racionalis szamokkal vett Osszege €s kiilonbsége is
irracionalis szam!

Az A pont koordinatainak dsszege V2 + 8 = V2 + 22 = 32, kiilonbsége pedig v2, mindketts
irracionalis. Az A pont nem felel meg a feltételnek.

Igaz, a B pont koordinatainak kiilonbsége 2 ++/3 —+/3 = 2, ami racionalis, de a koordinatainak
osszege 2 + V3 ++/3 = 2 + 2+/3, ami irracionélis. A B pont nem felel meg a feltételnek.

Igaz az is, hogy a C pont koordinatdinak Osszege 2 —+v2 ++/2 = 2 szintén raciondlis, de a

koordinatainak kiilonbsége 2 — /2 —v/2 = 2 — 24/2 irracionalis. igy a C pont sem felel meg a
feltételnek.

A D pont koordinatainak 6sszege V2 + V3 + V6 — 2 irracionalis, a kiilonbsége pedig v2 + /3 —
V6 + 2 szintén irracionalis. A D pont nem felel meg a feltételnek.

Tehat a négy pont koziil egyik sem felel meg a feltételeknek.

Megjegyzések: természetesen minden pont esetében elegendd csak azt belatni, hogy vagy az Osszeg,
vagy a kiilonbség irracionalis. A kiilonbség vizsgalatanal nem fontos az, hogy melyik koordinatabol
vonjuk ki a masikat, mert felcserélt esetben csak a kiilonbség eldjele valtozik, a szdm racionalis-
irracionalis mivolta nem. Természetesen irracionalis szamok sszege (—V2+vV2 = 0) és szorzata (V2 -

V2 = 2) lehet racionalis, de ezekben az esetekben ilyenekrél nem volt szo.
E

13. Egy telefonos jatékban, ha megnyomjuk a * gombot, akkor a 6 | 13| 7
3x3-as tablazatunk, melynek minden cellijjaban kezdetben a 0 allt, egy
véletlenszeriien Kivalasztott 2x2-es osszefiiggoé tartomanyaban 1évé minden cella
értéke 1-gyel megnovekszik. Hinyszor nyomtuk meg eddig a * gombot, haa | 9 | 14| 5
kijelzon a kovetkezot latjuk?

A) 11 B) 27 C) 24 D) 16 E) mas valasz

15 | 27 | 12

Mivel a 3x3-as tablazatunk négy ,,sarkaban” 1év6 egy-egy cella csak az ezeket a cellakat tartalmazo
2x2-es Osszefliggd tartomanynak eleme (semelyik ilyen metszetbe nem tartozik), igy minden
gombnyomasra koziiliikk valamelyik cella értéke novekszik eggyel. Ebbdl kovetkezik, hogy az ezekben
a cellakban (sarkoknal) 1év6 szamok Gsszege pontosan azt mutatja meg, hogy a (*) gombot hanyszor
nyomtuk meg: 6 + 7+ 549 = 27

Eszrevehetjiik azt is, hogy a 3x3-as tablazatunk kozépsé cellaja egyediil eleme mindegyik 2x2-es
Osszefliggd tartomanynak, igy a (*) gomb megnyomadsakor ebben a celldban mindig eggyel n6 az érték,
igy a benne szerepl6 szam a (*) gomb megnyomasainak szamaval egyenld, ami szintén 27. (Palinkas
Istvan otlete alapjan)

B



14. Hany olyan, a valos szamok legbévebb részhalmazan értelmezett fiiggvény van az alabbiak kozott,
amelyiknek az értékkészlete csak pozitiv valos szamokat tartalmaz?

fO =12l g =x+% h@=2E% @=L
A1 B) 2 C)3 D) 4 E) 0
/ s"'; it :
5" simam 6 .
EK; = {y = 0} EK, =R EK, ={y 20}  EK;=R\{y=0}

Az értékkészleteket (EK) nézve egyik fiiggvény sem felel meg a feltételnek, vagyis az
értékkészletiikben nem csak pozitiv valos szam van (a 0 nem pozitiv).

Megjegyzés: nem elvaras, csak segit, tajékoztato jellegii a grafikonok megrajzolasa, azokrol a pontos
valaszt rendszerint nem lehet leolvasni. A preciz bizonyitashoz elengedhetetlen az alkotd (elemi)
fiiggvények és a miiveletek tulajdonsagainak a vizsgalata. Ezt most itt nem volt elvaras.

E

15. Anna és Barbi egyiitt 30 évesek, Barbi és Cili életkoranak osszege pedig 34 év. A harom baratno
egyiitt 0sszesen 48 éves. Hany éves az életkoruk szerinti kozépsé lany?

A) 18 B) 16 C) 12 D) 14 E) mas valasz

Jeloljiik a baratndk életkorait neviik kezddébettiivel: A; B; C

A+B =30
B+C =34
A+B+C =48

Ha a harmadik 6sszegbdl kivonjuk az masodik 0sszeget: A = 14
Ha a harmadik 6sszegbdl kivonjuk az els6 dsszeget: C = 18

Felhasznalva az A = 14 és C = 18 értékét, figyelembe véve a baratndk egyiittes életkorat is (48 év),
kapjuk, hogy B = 16.

A harom baratné koziil az €letkoruk szerint kozEéps6 lany Barbi 16 éves.

A kapott szamokat az eredeti kapcsolatokba visszahelyettesitve, megallapithatjuk, hogy helyes
eredményt kaptunk (ezt most nem kellett megcsinalni).

Megjegyzés: a feladat megolddsdhoz természetesen nem sziikséges az egyenletrendszerek
megoldasanak ismerete, tisztdn logikai uton, szemléletes 1épésekkel el lehet jutni a végeredményhez.

B



16. Az 1; 2;5; 8 és 9 szamjegyek felhasznalasaval képezziik az osszes, kiilonb6z6 szamjegyekbdl allé
otjegyii szamot, majd ezeket a szamokat egy novekvo sorozatba rendezziik! Melyik otjegyii szam
lesz a sorozat 52. tagja?

A)29851 B)51298 C)51892 D)52189 E) mas valasz

Kezdjiik el felirni ndvekvo sorrendben!

Legkisebb: Legnagyobb: Darabszam
1-essel kezdddik: 12589 19852 24
2-essel kezdodik 21589 29851 24
49.tag: 51289 50. tag: 51298 51.tag: 51829 52.tag: 51892
C
17. Hany legalabb kételemii részhalmaza van az {x; y; e; f} négyelemii halmaznak?
A) 6 B) 8 C)12 D) 11 E) mas valasz

Egyszertien felirjuk a feltételnek megfeleld elemszamu részhalmazokat, és megszamlaljuk dket:

Kételemuek: {x; y}; {x;e}; {x;f}; {v;e}; {v; f}; {ef} 6 db
Haromelemtiek: {x;y,e}; {x;v;f}; {x;e;f}; {y;e;f} 4 db
Négyelemi: {x; y; e; f} 1db
Osszesen: 11 db

D

18. Hany olyan o6tjegyii (palindrom) szam van, amit ,,visszafele” olvasva, az eredeti szamot ,,kapjuk
vissza” (azaz hany darab otjegyii palindrom szam van)?

A) 729 B) 810 C) 900 D)1000  E) 1956

Az egyesek ¢s tizezresek helyén azonos szdmjegynek kell lenni, és az els6 hely miatt nem lehet 0, igy
9 lehetéség van. Ha a 0-t is megengednénk itt, akkor legfeljebb négyjegyli szamot kapnank.

A tizesek és ezresek helyén szintén azonos szamjegynek kell lenni, de itt minden szamjegy szerepelhet,
igy ez 10 lehetdség.

A széazasok helyén is minden szamjegy szerepelhet, igy ez is 10 lehet6ség.
Az Osszes lehetdségek szdma: 9-10-10 = 900
Tehat 900 db 6tjegyli palindrom szdm van.

C



19. Verica hétfon egy zacskonyi mogyordt kapott sziiletésnapja alkalmabdl, melynek

1 7’ V4 /7 ] ] ’
-~ részét még aznap el is fogyasztotta. Kedden megette a megmaradt mennyiség

3
% részét, szerdan pedig a zacskdban maradt mogyorék i részét. Csiitortokon a maradék i részét
ette meg, pénteken pedig mindet, ami a zacskéban még megmaradt. Az eredeti mogyoré
mennyiségének hanyad részét ette meg Verica pénteken?
1 1 1 2 (o
A) " B) ] C) T D) = E) mas valasz
Jeloljiik a Vericanak adott zacské mogyor6é mennyiségét z-vel, és foglaljuk tablazatba a fogyasztasok

folyamatat!

Elfogyasztott: Maradt még:

2
Hétfon: I |
3 A

1 2 2 1 1
Kedden: —— =l —z— 7=k
> 3Z 3Z 3Z 3Z
1 1 1 1 4
Szerdin: T BEeT=
zerdan 5 3 3Z 152 152
1 4 4 1
Cslitortokon: —— =. —z—— z—l 7z
4 5 15 15 5

Pénteken: I 0

A tablazatbol latszik, hogy Verica pénteken a teljes mennyiség egyotodét fogyasztotta el.

B




20. Egy toronydra nagymutatéja 120 cm hosszu. A tréfas 6ras délben a nagymutaté végére illesztett
egy Kis kabala figurat. Az alabbi értékek koziil melyik van a legkdzelebb a kabala figura déli és a
hiisz perccel kés6bbi helyzetének pontos tavolsagahoz?

A)168cm B)195cm C)154cm D)208cm E)215cm

Hogyan is nézne ki egy képzeletbeli toronyora nagymutatoja a kérdéses allapotokban egy valodi ora
szamlapjan (a valdsadgban egyszerre nem latjuk igy a mutatokat)? Ez alapjan készitsiink egy abrat a
sziikséges geometriai adatok feltiintetésével!

N
VAT
'\

SR
o\

A feladat valojaban nem mas, mint a jobb oldali abran lathaté egyenld szara AOB haromszog AB = d
alapjanak a kiszamitasa. Az AOB haromszog szarai 0A = OB = R = 120 cm, és a 20 perc eltelte
miatt az AOB4 = 120".

Huzzuk meg az 0-bol indulé m magassagvonalat! Az egyenld szarti haromszog és a magassagvonal
tulajdonsagai alapjan m felezi az AOB#-et és az AB-tis (F). A haromszog bels6 szogeinek 6sszegét is
felhasznalva az AOF haromszog félszabalyos haromszdg (30°; 60°;90°). Felhasznalva az ilyen
haromszogek azon (a haromszog tengelyes tiikrozésével igazolhatd) tulajdonsagat, hogy a 30°-kal
szembeni befogd (m) az arfogé (R) fele. gy m = 60 cm. Ezt az adatot ismerve, az AOF derékszogii
haromszogre alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt, majd a végén a kivant pontossaggal kerekitsiink:

d

() +60% = 120?
d
(3)* = 10800

d
5= V10800

d = 2/10800 = 208 cm (egész cm-re kerekitve)



21. Harom négyzet teriiletének aranya 9 : 16 : 25. A harom négyzet keriiletének 0sszege 144 m.
Hany méter a legnagyobb és a legkisebb négyzet keriiletének kiillonbsége?

A) 24 B) 16 C) 25 D)9 E) mas valasz
A feladat feltételeit felirva T;:T,: T3 =9 : 16 : 25, amibdl az kovetkezik, hogy a keriiletek aranya
kitky: ks =3 :4:5 (konkrét példakkal ,,igazolhatd”, ismert 0sszefliggés).
Igy a megszokott jelolést hasznalva: k; = 3x, k, = 4x és k3 = 5x (a keriiletek x-nek megfeleld egész
szamu tobbszorosei)
Mivel a keriiletek 6sszeg K = kq + ky + k3 = 3x + 4x 4+ 5x = 12x = 144, ezért x = 12
A legnagyobb és legkisebb kertilet kiilonbsége: k3 — k; = 5x —3x = 2x =24 m
A

22. Pisti és Viki kartyaztak. A jaték el6tt megegyeztek abban, hogy minden parti megnyeréséért a
gyOztes 10 petakot kap a vesztestdl, illetve, hogy az utolsé parti utan fogjak rendezni a
tartozasokat. Pisti 3 partit nyert 6sszesen, és a jaték végén 70 petakot adott Vikinek. Hany partit
jatszottak dsszesen, ha nem volt dontetlen?

A) 14 B)7 C)10 D) 13 E) mas valasz

Jeloljiik Pisti vesztes partijainak szamat v-vel! Mivel Pisti 3 partit is nyert, igy felirhatjuk Pistinek a
partik utani egyenlegét (+ a bevétel, — a kiadas, a veszteség):

3 .10 4+ X - (-10) = =70
() - (] . N ——
gybztes partik egy parti vesztes partik  egy parti 0sszes
szama nyeremeénye szama vesztesége veszteség
x =10

Mivel Pistinek 3 nyertes és 10 vesztes partija volt, igy felhasznalva azt a feltételt, hogy dontetlen
(,,pénz az ablakban’) nem volt, igy 0sszesen 13 partit jatszottak.
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7002 < 0 egyenlétlenségnek?

23. Hany nemnegativ egész szam van, amely megoldasa az

A) 2023 B) 2021 C) 2022 D) végtelen sok E) mas valasz

A" < 0" tipusu egyenl6tlenségek 1ényegében eldjel-vizsgalatot jelentenek. Egy tort eldjelét a
szamlalo és a nevezo eldjele kozosen hatarozza meg. Mivel a szamlald jelen esetben negativ (< 0),
ahhoz, hogy a tort negativ (< 0) legyen, a nevezének pozitivnak (> 0) kell lennie. Igy a kovetkezd
egyenldtlenséget kell megoldani a nemnegativ (= 0) egész szdmok halmazan:

2022 —-x>0
x < 2022

fgy 2022 db {0; 1; 2; ...2020; 2021} nemnegativ egész szam van, amely megoldasa ennek az
egyenldtlenségnek.
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24. Egy gimnazium 39 f6s évfolyaman egy olyan didk van, aki nem tanul semmilyen nyelvet sem. A
tobbiek koziil 19 -en tanulnak angolul, 21-en németiil, 12-en pedig francidul. Angolul és németiil
is 6 -an, németiil és franciaul is 3 -an, angolul és franciaul is pedig 7 -en tanulnak. Hany olyan didk
van az évfolyamon, aki mindharom nyelvet tanulja?

A1l B) 3 C)2 D)0 E) mas valasz
Jeloljiik h-val azon tanulok szamat, akik mind a harom nyelvet tanuljak, egyben A-val az angolt, N-

nel a németet, F-fel a franciat tanulok, E-vel pedig az évfolyam halmazat!

Készitsiink egy halmazabrat (Venn-diagramot)! Visszafelé lebontogatva, a feladat feltételeit
figyelembe véve, irjuk be a kiilonallé (diszjunkt) részhalmazokba azok elemszamat h

felhasznalasaval!

Mivel az Osszes, az elemeik szamat is mutatd részhalmaz diszjunkt (nincs k6zos elemiik, diakjuk),

ezért felhasznalhatjuk az ,,egyszerisitett” szita-formulat {|{A U B| = |A| + |B| — |A N B|}, ami
=0

alapjan az évfolyam tanuldinak a szama (39) megegyezik az egyes részhalmazok elemszamanak

Osszegével:
6+h)+6-h)+A2+hR)+7—-h)+h+B-h)+2+h)+1=39
h=2

Tehat az évfolyam azon tanuldinak a szama, akik mindharom nyelvet tanuljak: h = 2

Megjegyzések: egy kifejtds feladatnal nem maradhat el az ellendrzés, amit most az olvasora bizunk,
valamint természetesen olyan diszjunkt részhalmazokat kellett valasztani, amelyek unidja kiadta az
évfolyam halmazat.
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25. Adott a val6s szamok halmazan értelmezett f(x) = x> — 4 és a g(x) = |x — 4| — 3 fiiggvény.
Hany olyan egész szdm van, amelyre az f(x) fliggvény nemnegativ, mikozben a g(x) fiiggvény
nempozitiv értékeket vesz fel?

A)7 B) 8 C)5 D) 6 E) végtelen sok

A feladat megoldasahoz érdemes a fliggvények grafikonjait megrajzolni. A vézlat is sokat segit, mert
minden sziikséges metszéspont racspont (koordinatai egészek).

A masodfoku f(x) fliiggvény grafikonja felfelé nyitott parabola (piros). A feltételnek (f(x) = 0)
megfeleld grafikon pontok az x tengelyen vagy folotte vannak (piros vastag agak). Ezek koziil
végtelen sok van, amelynek az elsé koordinatija egész, {xeZ|x < —-2Vvx =2} (piros x-ek
szemléltetik a k6zéps6 szaggatott szamegyenesen).

A g(x) abszolutérték fiiggvény grafikonja felfelé nyitott ,V” betli (kék). A feltételnek (g(x) < 0)
megfeleld grafikon pontok az x tengelyen vagy alatta vannak (kék vastag). Ezek koziil 7 olyan van,
amelynek az els6 koordinataja egész, {xeZ|1 < x < 7} (kék x-ek szemléltetik az alsd Szaggatott
szamegyenesen).

A két ponthalmaz-szamhalmaz kozos része {xeZ|2 < x <7}, 6 elemli halmaz (z6ld pontok
szemléltetik a legfelsé szaggatott szamegyenesen), vagyis hat olyan egész szam van, amely megfelel
a feltételeknek.
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