XXV. Hajnal Imre Matematika Tesztverseny, 2022

I1. kategoria
Megoldasok
(Kosztolanyi Jozsef)

1. 222 207 =
(A) 2 (B) 4 (C) 42 (D) 44 (E) 84

Megoldas: 22° —20% =(22-20)-(22+20) =242 =84

2. Az ABC haromszogben ABC<x=2x°, BCAx = (X +15)° , CAB«x = (2X —10)o . Ekkor x =
(A) 30 (B) 35 (C) 40 (D) 25 (E) 32

Megoldas: A haromszog belsé szogeinek Osszege 180°, igy 2X+(X+15)+(2X—10)2180,

ahonnan x =35.

1+2+3+...+n

3. Ha 3 =36, akkor n=
n
(A) 215 (B) 195 (C) 185 (D) 205 (E) 225
n-(n+1
Megoldds: 1+2+§n+ n_ (6n )_ N*+1_ 36 igy n=215.

4. Egy taxiban egy utas {ilhet a jobb elsd iilésen és harom utas a hatso iiléseken. Hanyféleképpen
iilhet be egy négy f0s tarsasag a taxiba, ha egyikdjiik nem szeretne eldl {ilni?

(A)4 (B) 6 (C) 12 (D) 18 (E) 24
Megoldas: Az els6 tilésen iildre 3 lehetdség van. A hatso iilésre ilok 3!=6 féle sorrendben
helyezkedhetnek el, igy az elhelyezkedési lehetdségek szama 3-6 =18.

5. Az x* +3x+2=|x+1 egyenlet kiilonboz6 valos gyokeinek osszege:
(A) -4 (B)4 (O (D) -1 (E)2
Megoldas: Ha x > -1, akkor az egyenlet X2 +2x+1=0, amelynek egyetlen gyoke x =—1.

Ha x <—1, akkor az egyenlet X2 +4x+3=0, amelynek a feltételnek megfeleld gyoke X, =—3
fgy a valés gyokok osszege —4.

6. A k paraméter mely valos értékei esetén lesz a kovetkezd egyenletrendszer megoldasa olyan
(X; y) rendezett szampar, amelyre X >0 és y >0 teljesiil?
kx—y=2
x+y:3}
2 2 2

(W k>-1 (B k<Z  (©-l<k<z (D) k<-1 () k>3



Megoldas: A két egyenlet dsszegéb6l (k+1)-x=5. Mivel x>0, ezért k >—1. Az x-re kapott

. 2 : :
érteket a masodik egyenletbe helyettesitve atalakitasok utan y = 1 adodik. Mivel y >0 és

k>-1, ezért k>§.

7.Ha S, =1-2+3—4+5-6+...+(—1)""-n, ahol n pozitiv egész, akkor Syppy +Saops =
(A) -2 (B) -1 ©o (D)1 (E)2
Megoldds: Syyp +Spgp3 =2 Spopp +2023=2-((1-2) +(3—4) +...+(2021—- 2022) ) + 2023 =
=2(~1011)+2023=-2022+2023 =1

8. Hany kiilonb6z6 primosztoja van a 10% -1 szamnak?
(A)1 (B)2 (©)3 (D) 4 (E)5
Megoldas: 10% -1=32.11-101, ezért a szamnak 3 kiilonboz8 primosztoja van.

9. Az ABC haromszogben AB=2, BC =3, CA=4, és a haromszog bels6 szogfelezbinek
metszéspontja K. Hogyan ardnylik az ABK hdromszog teriilete az ABC haromszog teriilet¢hez?
(A) 1:3 (B) 1:4 (C) 2:9 (D) 2:11 (E) 3:19
Megoldas: K a haromszdg beirt korének kdzéppontja, ezért K tavolsaga az oldalaktol a beirt kor

9 21 ,

10. Két (kiilonbozd) szamot valasztunk véletlenszertien a {2; 3;5; 7,11, 13; 17; 19; 23, 29}

halmazbdl. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a kivalasztott két szdm Osszege 247?
1 1 2 1 2
A) — B) — C) — D) — E) —
()30 ()10 ()15 ()15 ()45
10
Megoldas: A 10 elemii halmazbdl két szamot ( ) ] =45 féleképpen lehet kivalasztani. Ezek

koziil 3 olyan par van, amelyek Osszege 24: 5+19=7+17=11+13=24. fgy a keresett
1

valoszinliség —=—.

45 15

11. Héany olyan egyenld szart haromszog van, amelynek keriilete 25 kertiletegység, és oldalai
egész egység hossziak?

(A) Nincs ilyen haromszog. (B)5 (C)6 (D)7 (E) 12
Megoldas: A haromszog-egyenlOtlenség miatt a szar legkisebb értéke 7 egység lehet, a
legnagyobb pedig a keriiletre vonatkozé feltétel alapjan 12. fgy 6 megfelelé egyenld szara
haromszog van.

12. Az ABC egyenl6 szaru haromszdg alapja 18 cm, szarai 15 cm hosszuak. Hany cm hosszt a
haromszog koré irt kor sugara?
(A) 9,25 B)9 (C)9,375 (D) 8,75 (E) 8,875



Megoldas: Pitagorasz tétele alapjan a haromszog alaphoz tartoz6 magassaga 12 ¢cm hossza.
A

AN

B 9 F c
Ha O jeloli a haromszog koré irhatd kor kdzéppontjat €s r a sugarat, akkor az abra alapjan a

BFO derékszdgii haromszdgre a Pitagorasz-tétel: 92 +(12 - r)2 =r?. Innen r=9,375cm.

13.Az f: R->R, f(x)= 3x% — px+2 fiiggvény grafikonja szimmetrikus az X = % egyenletii
egyenesre. Ekkor f minimuma
1 1 1 3 5
A) = B) 5= C) —= D) — E) —
(A) 5 (B) 5 (©) n (D) 1 (E) 2
Megoldas: A feltételek alapjan f grafikonja olyan felfelé nyil6 parabola, amely minimumat az

2 2
x:% helyen veszi fel. Mivel f(x):3x2— px+2:3-(x—gj +2—f—2, ezért p=3. Igy f

. 1 ¥ 5
minimuma; f| = [=2——=—.
2 12 4

14. Melyik a lehetséges legnagyobb pozitiv maradék, ha egy kétjegyli pozitiv egész szamot
elosztunk a szdmjegyei Osszegével?

(A) 13 (B) 14 (C)15 (D) 16 (E) 17
Megoldads: Mivel a legnagyobb szamjegyosszeg 18, ezért a lehetséges legnagyobb maradék a
17. Mivel 99=5-18+9, ezért a 17 nem fordulhat el6 megfelelé maradékként. 16 sem fordulhat
eld, ugyanis 89=5-17+4 és 98=5-17+13. 15 viszont mar el6fordul: 79=4-16+15.

15.A H= {l; 2:3;...;49; 50} halmaznak (az els¢ 50 darab pozitiv egész szam halmazanak) S

olyan részhalmaza, amelyben nincs két olyan elem, amelyek 0sszege oszthatd 7-tel. Legfeljebb
héany eleme lehet S-nek?

(A) 21 (B) 22 (C)23 (D) 24 (E) 25
Megoldas: A feltétel szerint S-ben 1 darab 7-tel oszthat6 szam lehet, és az (1; 6), (2; 5), (3; 4)
maradékparok mindegyikébdl csak az egyik fordulhat el6 maradékként. Akkor kapjuk a
legnagyobb elemszamu megfelelé S részhalmazt, ha mind a 8 darab 7k +1 alak(l szamot
belevessziik, valamint példaul az 6sszes 7k +2 és 7k +3 alaku szamot. gy S elemszamanak
maximuma 1+8+7+7 =23.

16. Hany paronként nem egybevagd haromszoget hataroznak meg egy kocka csticsai?

(A)1 (B) 2 (C)3 (D) 4 (E) 5
Megoldds: A keletkez6 haromszdgek oldalai hosszukat tekintve haromfélék lehetnek: a kocka
oldalélei (x), lapatloi (y), testatloi (z). Egyszeriien meggondolhatd, hogy haromféle haromszog
lehetséges egybevagosag erejéig: XXy, Xyz, yyy.

17. A pozitiv egész szamok halmazan értelmezett f fliggvényre minden m, n pozitiv egész esetén
teljesiil az f (m+n)=f(m)-f(n)—f(m-n)+1 egyenlet. Ha f (1)=2, akkor f (2022)=

3



(A) 2023 (B) 2022292t (C) 2021 (D) 202222 (E) 2022
Megoldas: Néhany kezd6 értéket megnézve az sejthetd, hogy f (n) =n+1, igy az (A) vélasz
tlinik jonak.

A sejtés teljes indukcioval gyorsan bizonyithato.

n=1 esetén igaz, mert ez feltétel.

Tegyiik fel, hogy valamely n>1 esetén igaz a sejtésiink, €s vizsgaljuk n+1-re.
f(n+1)=f(n)-f(1)-f(n)+1=f(n)+1

Ezzel a sejtést bebizonyitottuk, f (2022) =2023.

18. Kata és Marci hétvégi sétajukra ugyanabban az idOpontban, ugyanazon az utvonalon
indultak el a hazuk eldl. Marci sétatempdja 6 km/h, Kata¢ 4 km/h. Marci 1 km séta utan
visszafordult. Kata akkor fordult vissza, amikor Marcival szembetalalkozott. Hany perccel
Marci utén ért Kata a hazuk elé?

(A) 10 (B) 5 (C)4 (D) 3,75 (E)3
Megoldas: Marci visszafordulasaig Kata 2/3 km-t tett meg. Ezutan a talalkozasig szemben
haladtak 10 km/h relativ sebességgel, ezért Marci megforduldsa utan 2 perccel talalkoztak. Ha
Kata is abban a pillanatban fordult volna vissza, mint Marci, akkor egyszerre értek volna a
hazuk elé. Mivel azonban Kata még 2 percig Marcival ellenkez6 iranyba ment, ezért 4 perccel
Marci utan ért a hazuk elé.

19. Egy dobozban hat egyforma tapintasu golyo talalhat6 1-t6l 6-ig megszamozva ugy, hogy
minden golyon egy szadm taldlhatd, és 1-t6] 6-ig minden szam eldfordul. Bekotott szemmel
(véletlenszertien) kihtzunk két golydt. Mennyi annak a valdszinlisége, hogy a kihuzott
golydkon levd szamok kiilonbsége 1?

1 5

1 1 11
(A) 3 (B) 5 (C) : (D) % (E) -

6
Megoldas: Két golyot [2] =15 féleképpen lehet a dobozbdl kihuzni. Mivel 1-t6l 6-ig 5 olyan

5 1
szampar van, amelyek kiilonbsége egy, ezért a keresett valdszinliség 5 = 3

T
20. Az ABCDEF szabalyos hatszogben M a DE oldal felezpontja. —2BHG —
FGM

E M D

A B

(A) 2 (8)3 ©) 13 (D) V3 E) V2



21, (1+%)-(1+gj-[ugj.(u%).._(u%}:

(A szorzat n-edik tényezdje 1+ 2 :1 )
n

(A) 441 (B) 4041 (C) 4410 (D) 4001 (E) 4010
Megoldas: A szorzat tényezoit k6zos nevezore hozva egy teleszkopikus szorzatot kapunk.

2
(1+§ . 1+E . 1+Zj-(1+g 1+£ =ﬂ.g.m'(n+1) -...-441=441
1 4 9 16 400) 1 4 n2 400

22. Hany olyan haromjegyii szam van a tizes szamrendszerben, amelyben az egyik szamjegy a
masik ketto atlaga?

(A) 121 (B) 117 (C) 112 (D) 115 (E) 105
Megoldas: Az azonos szamjegyekbdl allo szamok megfelelnek, 9 darab van bel6lik. Nincs
olyan megfelel6 szam, amelyben pontosan két szamjegy azonos.

A tovabbiakban az ,,atlag szamjegy” (jel6lés: A) alapjan szamoljuk 0ssze a megfeleld szamokat.
Legyenek a tovabbiakban a haromjegyli szam szamjegyei paronként kiilonbozok.

1. A O nincs a szdmjegyek kozott.

Ha A =8, akkor a szamjegyek 7, 8, 9, a megfelel6 szamok szama 6.

Ha A=7, akkor a szamjegyek lehetnek 5, 7, 9, vagy 6, 7, 8. 12 ilyen szdm van.

Ha A=6, akkor harom szdmjegycsoport van (3, 6, 9; 4, 6, 8; 5, 6, 7), a megfeleld szamok
szama 18.

Ha A=5, akkor négy szdmjegycsoport van (1, 5,9; 2,5, 8; 3, 5, 7; 4, 5, 6), igy 24 megfeleld
szamot kapunk.

Ha A=4, akkor harom szamjegycsoport van (1, 4, 7; 2, 4, 6; 3, 4, 5), igy Osszesen 18 ilyen
szamot kapunk.

Ha A =3, akkor két j6 szamjegycsoport (1, 3, 5; 2, 3, 4), és igy 12 megfeleld szdm van.

Ha A=2, akkor a szamjegyek 1, 2, 3, a megfeleld szdmok szdma pedig 6.

2. Az egyik szamjegy 0. Ekkor a lehetséges négy szamjegycsoport: 0, 1, 2,; 0, 2, 4; 0, 3, 6; 0,
4, 8. Mivel mindegyik szdmjegycsoport 4 szdmot hatdroz meg, igy 16 olyan megfeleld szam
van, amelyben az egyik szamjegy 0.

Osszesen 9+2-(6+12+18) +24+16 =121 alkalmas haromjegy(i szam van.

23. Mely pozitiv egész n esetén teljesiil a kovetkezd egyenlet?

n3_3+n3_4+n3_5+n3_6+ 20403 69
n n n® P nd o ond
(A)5 B)7 )9 (D) 11 (E) 13

Megoldas: Osszunk tagonként az egyenlet bal oldalan tagonként n3-nal:

3 4 n®—3
1-—— |+ 1-— |[+...+]| 1- =169.
( n3j [ n3j ( n’ J

Osszevonas utan kapjuk:




3
3 3 4 n®-3
n°—=5)—| —+—+..+ =169.
( ) [ns n3 n3 J

A bal oldalon a mésodik zardjelben 4ll6 kifejezés megegyezik az eredeti egyenlet bal oldalaval,
igy

n®-5-169=169.
Innen n®=343, n=7.

24. Egy nyolc csapatos labdarugd bajnoksagban minden csapat minden csapattal egyszer
jatszik. Gy6zelemért 2 pont, dontetlenért 1 pont, vereségért O pont jar. Legalabb hany pontot
kell ahhoz szereznie egy csapatnak a bajnoksag végére, hogy biztosan az els6 négy csapat
kozott végezzen?

(A)8 B)9 (©)10 (D) 11 (E) 12
Megoldas: A bajnoksagban 7 forduld soran 0sszesen 7-4-2 =56 pontot osztanak szét.
10 pont a ,,biztos els6 négy”’-hez nem elegendd, ugyanis lehetséges olyan végso allas, hogy az
els6 ot csapat mindegyikének 10-10 pontja van, a maradék harom csapat mindegyikének pedig
2-2. Ez meg is valosulhat a kovetkezdképpen: az els@ Ot csapat egymas kozotti meccsei
dontetlenre végzddnek, az utolsd hdrom csapat egymas kozotti meccsei szintén, és az elsd 6t
csapat mindegyike legy6zi az utols6 harom csapat mindegyikét.
11 pont viszont mar elegendd. Ha 11 ponttal egy csapat 6todikként végezne, akkor az eldtte
levé csapatok mindegyikének legalabb 11 pontja lenne, ami az els6 6t csapat vonatkozasaban
Osszesen legalabb 55 pont. Ez azt jelentené, hogy az utolsé harom csapatra 6sszesen legfeljebb
1 pont jutna. Ez viszont lehetetlen, ugyanis az egymas kozotti harom meccsiikén 6 pontot
osztanak ki kozottiik.

25. Klikk-nek hivjuk azokat a legalabb 3 emberbdl allo csoportokat, amelyekben barmely két
ember ismeri egymast. (Az ismeretség kolcsonds.) Legfeljebb hany ismeretség lehet egy 2n f6s
(n>1) tarsasagban, ha tudjuk, hogy nincs benne klikk?

A 3n-2 B n(2n-1)  (©C)n? (D)”3L61”_6 (E)@

crer

pont=ember.

n? ¢l behtizhaté a 2n pont egyszerli grafban ugy, hogy a grafban nincs haromszog (igy
nagyobb klikk sincs). Osszuk ugyanis a pontokat két n pontbol allo osztalyra, és az egy
osztalyon beliili pontok kozott ne legyen €él. Viszont mindkét osztaly minden pontjat €l kosse

Sssze a masik osztdly minden pontjaval. Kénnyen lathato, hogy ekkor n? ¢l van az igy kapott
grafban, és nincs benne haromszog.
A tovabbiakban kétféleképpen is bebizonyitjuk a kovetkezd grafelméleti tételt:

Ha egy 2n ponta egyszeru grafnak tobb mint n? darab éle van, akkor van a grafban haromszog.
I. bizonyitas (,,extremalis elem” stratégia)

Legyen a 2n pont koziil a a(z egyik) maximalis fokszamt pont. Az a-val szomszédos
(6sszekotott) pontok halmaza A, a tébbi pont halmaza B.



Legyen a graf éleinek szama k > n?+1, és ad abszurdum tegytik fel, hogy a grafban nincs
haromszo6g. Ekkor az A-beli pontok koziil semelyik kettét nem kotheti 6ssze €l.

Ha s jeloli a B-beli elemek fokszamainak dsszegét, akkor az indirekt feltétel szerint a szamtani
¢és a mértani kdzeép kozotti egyenldtlenséget felhasznalva

2
kSSs|A|-|B|s(@] =n’.

Ez ellentmond az ¢lek szamara vonatkoz¢6 feltételnek, ami az allitast bizonyitja.
I1. bizonyitas (n szerinti teljes indukcio)
n=2 esetén 4 pont van, legfeljebb 1 ¢l nincs behuzva, ezért van haromszog.

Tegyiik fel, hogy tetszdleges n-re igaz, és vegyiink egy 2(n +1) csucsu grafot, amelyben

legalabb (n +1)2 +1 ¢l be van huzva. Legyen A és B két olyan pont, amelyek kozott van €1, a
tobbi 2n darab pont halmazat jel6ljikk H-val. A-bol H-ba k darab, B-bdl H-ba m darab ¢l fut.
B
H

Két esetet kell megvizsgalnunk:

1. Ha k+m> 2n, akkor a skatulyaelv miatt van H-ban olyan C pont, amely A-val is, B-vel is
Ossze van kotve, azaz ABC haromszog benne van a grafban.

2. Ha k+m<2n, akkor az AB éllel egyiitt legfeljebb 2n+1 olyan ¢l van, amelynek egyik
csticsa A vagy B. A t6bbi élnek mindkét végpontja H-beli, azaz H-ban az élek szama legalabb

(n +1)2 +1—(2n +1)=n2 +1. A 2n ponti H-ban tehat van legalabb n?+1 darab él, igy az

indukcios feltevés miatt van H-ban haromszog.
Ezzel bebizonyitottuk az allitast.



