XXVII. Hajnal Imre Matematika Tesztverseny, 2023
I1. kategoria
Megoldasok
(Kosztolanyi Jozsef)

1. Ha §=1, akkor x =
X 3
1 1
(A) 18 (B) > (®) 18 (D) 2 (B)9

Megoldas: Az egyenletet 3x-szel beszorozva kapjuk, hogy x=18.

2. Ot szam 4tlaga 4. Az 6t szam koziil négy: 1; 2; 3; 4. Melyik az 6todik szam?
(A)6 B)7 )8 (D)9 (E) 10
Megoldas: Mivel a szamok 6sszege 4-5=20 ¢és 1+2+3+4 =10, ezért az 6todik szam a 10.

3. Melyik az a szam, amelynek 87,5%-a egyenl6 63-mal?
(A) 45 (B) 70 (C)72 (D) 74 (E) 75
Megoldas: Ha x a keresett szam akkor a feltétel szerint 0,875-x =63, ahonnan x=72.

4. Egy téglalap teriilete 72 cm?. Tudjuk, hogy egyik oldala kétszer olyan hosszii, mint egy mésik
oldal. Hany centiméter a téglalap kertilete?

(A) 34 (B) 36 (C)42 (D) 48 (E) 54
Megoldds: Ha x cm a téglalap rovidebb oldala, akkor 2x? =72, ahonnan x=6. A téglalap
keriilete 2-(2x+Xx)=36cm.

5. Dani egy olyan utca paros oldalan lakik, ahol mindkét oldalon nyolc haz van. A péros oldalon
a hazszdmok az utca elejétdl a végéig rendre 2; 4; 6; 8; 10; 12; 14; 16. Dani észrevette, hogy az
6 hazuktdl balra levd hazszamok Osszege ugyanannyi, mint a jobbra levé hazszamok Gsszege.
Melyik Daniék hazszama?

(A)6 (B) 8 (C) 10 (D) 12 (E) 14
Megoldas: Konnyl kalkulacioval adédik, hogy Daniék hazszama a 12, ugyanis balra is, jobbra
is 30 a hdzszdmok Osszege.

6. Ha a =3, akkor E:
a—2b b
(A) 3 ® ; ©) % (D)2 (E)-3

Megoldas: A feltételi egyenlet bal oldalanak szamlalojat és nevezojét b-vel osztva kapjuk az
a
b

=3 egyenletet, ahonnan % =3.
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7. Az abran lathato ABCD paralelogramma CD oldalanak E pontjara teljesiil, hogy % = g .

Mennyi az ABED négyszog és az ABCD paralelogramma teriiletének aranya?

A)1:2 B)2:3 (©)3:4 (D)4:5 (E)5:6
Megoldas: Legyen AB=CD=a ¢s a paralelogramma megfeleld6 magassaga m. Ezzel

3
a+-a

2

-m :g-a- m. A két teriilet aranya tehat 4 : 5.

Tagcp =@M €8 Tagep =

8. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szdm, amellyel a 2023-at megszorozva négyzetszamot
(egy pozitiv egész szam négyzetét) kapunk?
(A)3 B)7 (C) 17 (D) 19 (E) 23

Megoldas: Mivel 2023 =7 172, ezérta legkisebb megfelel6 pozitiv egész a 7.

9. Egy pozitiv racionalis szambdl kivonva a reciprokat %-ot kapunk. Mennyi a szam és
reciprokdnak Osszege?
41 20 25 41
A) — B) — C) — D) — E)5
A) 75 (®) 3 © % ®) > (E)
Megoldas: Ha X jeldli a keresett pozitiv racionalis szadmot, akkor a feltétel szerint
1 9

“x 20

- S 5 4 41
ennek a masodfoku egyenletnek a pozitiv gyoke 7’ igy a kérdéses 0sszeg 2 + 5 20

10. Héany olyan 3-mal oszthaté haromjegyli pozitiv egész szam van, amelynek minden
szamjegye paratlan?

(A) 29 (B) 36 (C) 39 (D) 40 (E) 41
Megoldas: A szdmjegyek lehetnek 1, 3, 5, 7, 9, és a harom szamjegy Osszege oszthatd kell
legyen 3-mal.

1. 5 olyan szdm van, melyek szamjegyei azonosak: 111, 333, 555, 777, 999. Ezek mindegyike
oszthato 3-mal.

2. A kétféle szamjegybdl all6 megfeleld haromjegyli szamok szdmjegyei lehetnek: 1, 1, 7; 3, 3,
9;7,7,1;9,9, 3. Mind a négy esetben 3 megfelelé haromjegyii szam van, igy az ilyen tipusu
haromjegyti szdmok szama 12.

3. A haromféle szamjegybdl all6 megfelelé haromjegyli szamok szamjegyei lehetnek: 1, 3, 5;
1,5,9;3,5,7;5,7,9. Mind a négy esetben 6 megfeleld haromjegyli szam van, igy az ilyen
tipusu haromjegyli szdmok szama 24.

Osszesen tehdt 5+12+ 24 = 41 alkalmas haromjegy(i szam van.



11. Hany négyzetcentiméter a felszine annak a kockanak, amelynek a térfogata 64 cm®3?
(A) 48 (B) 96 (C) 144 (D) 192 (E) 384

Megoldds: A feltétel alapjan a kocka éle 4 cm hosszu. Igy a felszine 6- 42 =96 cm2.

12. Két szabalyos dobokocka mindegyikének lapjaira rendre az 1, 1, 2, 3, 5, 8 szamokat irjuk
(Fibonacci-kockak). Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a két kockat egyszerre feldobva
kiilonb6z6 szdmokat dobunk?
1 5 2 5 7
A) = B) — C) — D) — E) —
(A) 5 (B) 5 (® 3 (D) 5 ® 3
Megoldas: Mindkét kocka egyenld valoszintiséggel esik barmelyik lapjara, ezért az Osszes

esetek szdma 62 =36. Ebbél a 36 esetbdl 4 olyan van, amikor mindkét kocka ugyanarra a 2, 3,
5 vagy 8 szamot tartalmazé lapjara esik, és 4 olyan eset van, amikor mindkét kockaval 1-et

dobunk. Igy a kedvezd esetek szdma 36—8 = 28, a kérdéses valésziniiség pedig % = g
13. Haa g szam p% a k, akkor a p szam q%-a
K k
W @R ©> O @k

100 200 100 100

Megoldas: A q szam p%-a ugyanannyi, mint a p szam q%-a, nevezetesen ﬂ.

14. Az ABC haromszogben AB=10, BC =5, ABC<«=60°. A haromszog BC oldalahoz
irhatd, O koézépponta kort az AB egyenes D-ben, a BC egyenes E-ben, a CA egyenes pedig F-
ben érinti. Mekkora a kor sugara?

A B D

OIS ) RS R
\/_ 2 1+ \/§
Megoldas. Az adatok alapjan az ABC haromszog egy szabalyos haromszog fele, ezért
BCA% =90° és AC =5+3. Mivel a kér érintdje merdleges az érintési pontba huzott sugarra,
és a kiils6 pontbol hiuizott érintdszakaszok egyenld hosszlak, ezért a CEOF négyszog négyzet.
Ez pedig azt jelenti, hogy a keresett sugar éppen a CE =CF érintdszakaszok hosszaval egyezik
meg. Az ¢érintdszakaszok egyenldségét ¢€s az eddigieket tobbszor felhaszndlva kapjuk a

kovetkezdt: AF = AD = AB+BC+CA =5. 3+2\/§

+\/__5\/§ x/_

. Mivel CF = AF —CA, ezért a keresett

sugar: 5-



15. Az (X2 - X)Z = 18(X2 — x) — 72 egyenlet pozitiv gydkeinek dsszege

(A)5 B)7 )8 (D)9 (E) 18
Megoldas: Az egyenlet méasodfoktiaz y = X2 — X kifejezésre. Az 11j ismeretlen behelyettesitése
utan kapott y2 —18y + 72 =0 egyenlet megoldasai: y; =6, y, =12.
1. x*-x-6=0 — X =—2, X, =3

2. X2-x-12=0 — xg=-3, X, =4

A pozitiv gyokok 0sszege 7.

16. Hany olyan kétjegyli pozitiv egész szam van, amely két kiilonb6z6 primszam szorzata?
(A) 14 (B) 27 (C) 37 (D) 31 (E) 29

Megoldas: A kisebb primtényez0 szerint szamoljuk 0ssze a lehetdségeket.

1. 2 a kisebb tényez6. Ekkor a masik tényezd lehet 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,

47. Igy 13 darab megfelelé szamot kapunk.

2. 3 a kisebb tényezd. Ekkor a nagyobb tényezo legfeljebb 31 lehet, vagyis 9 darab szamot

kapunk.

3. 5 a kisebb tényez6. Ekkor legfeljebb 19 a nagyobb tényezd. 5 darab szamot kapunk igy.

4. 7 akisebb tényez6. Ekkor a nagyobb tényez6 csak a 11 és a 13 lehet, ezért 2 darab megfeleld

szamot kapunk.

Mivel 11-13>100, ezért megkaptuk az dsszes megfeleld szamot, amelyek szama 29.

2, o2
17. Ha 3a+4b =5, akkor am+2n”
2a-2b ab
(A1 (B) 2 (€)3 (D)4 (B)5

Megoldas: A feltételbol atalakitasok utan kapjuk, hogy a=2b. Ezt a kérdéses tortbe
helyettesitve rovid szamolas utan adodik az eredmény.

18. Egy dobozban 9 darab tapintasra egyforma golyo van, 6 piros €s 3 zold. Véletlenszerlien
kivesziink a dobozbol 2 golydt. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy a kivett golydk azonos
szintiek?

1 5 2 3 2
A) = B) — C) - D) — E) —
A) 5 ()12 ()3 ()4 ()9
9
Megoldas: Két golyot (2] = 36 -féleképpen vehetlink ki a dobozbol. Ez az 6sszes esetek szama.

6
A 6 piros golyobdl 2-t [2] =15-féleképpen, a 3 zold golyobol 2-t 3-féleképpen vehetiink.

Mivel ezek egymast kizard lehetdségek, ezért a kedvezo esetek szama 15+3=18. A keresett

i L1
valdsziniiség tehat r



19. Egy 30 f0s osztaly tanuloi a félév soran két témazard dolgozatot irtak matematikabol. Az
els6 dolgozatot 17 tanul6 irta jelesre, a masodikat 18 tanul6. Legaldbb hany tanulonak lett
mindkét dolgozata jelesre értékelve, ha mindkét dolgozatot megirta az osztaly minden tagja?

A1l (B)5 (C) 13 (D) 15 (E) 17
Megoldas: Mivel az osztalylétszam 30, és 17+18=235, ezért legaldbb 5 tanuldt kétszer
szamoltunk, ¢és 6k mindkét dolgozatukat jelesre irtak.

20. Hany olyan pozitiv egész értéke van a p paraméternek, amelyre a ,\/ P+X+4p—X=p
egyenletnek van valés gyoke?

(A)0 B)1 (€2 (D)3 (E) 4
Megoldas: Mivel az egyenlet bal oldala nem negativ, ezért 0 < p a feltételt is figyelembe véve.
Keressiink felsd korlatot p-re. Alakitsuk az egyenletet, majd emeljlink kétszer négyzetre.

JP+HX=p—y/p—X
2p/p—X= p2 —2X
4x* = p*(4-p)
Mivel ennek az utolsd egyenletnek a bal oldala nem negativ, ezért p<4. igy p lehetséges
értékei: 1, 2, 3, 4. Némi szamolassal lathatd, hogy p=1 esetén nincs megoldas, ugyanis
1+ X ++/1-x >1. A p masik harom lehetséges értéke esetén viszont van az egyenletnek valos
megoldasa.

21. Az é4bran lathatd, hidnyosan kitoltott bilivos négyzet minden sordban, oszlopaban és
atlojaban ugyanannyi a szamok 0sszege. Ekkor x+y =

16 y
X | 10
8 12
(A) 34 (B) 35 (C) 36 (D) 37 (E) 38

Megoldas: Mivel 8+ x+y=16+Xx+12, ezért y=20. Igy a biivos négyzet allando sszege 42
a jobb oldali oszlop alapjan, és valamelyik atlo6sszegbdl kapjuk, hogy x=14.

22. Az ABCD négyzet P bels6 pontjara teljesiil, hogy PA=1, PB=2 ¢és az ABP haromszog
egybevago az APD haromszdggel. Mekkora az ABCD négyzet teriilete?

1+47

() = ()4 ©4-\7 D47 (B
Megoldas: A feltételeknek megfeleld abra, ahol T a P-bél AD-re allitott merdleges talppontja:
A T D
\ 2
P
2
B C



A feltételek alapjan az APT haromszog egyenlé szara ¢és derékszogli, ezért

1 2

AT :TP:$:7. A DTP haromszog derékszogli haromszog, ezért alkalmazhatd ré

Pitagorasz tétele:

TD? =PD?-TP? =4-==

N |-
N~

ahonnan TD = . Igy a négyzet teriilete:

SIS

2
1+ \ﬁ 8+ Zﬁ

AD? = (AT +TD)* = - —4+47.

R s s
23. Tudjuk, hogy (1!)-(2!)-(3!)~(4!)~(5!)-(6!)-(7!)~(8!)-(9!)~(10!)-(11!)~(12!) = (m!)- n2. (k!
jeloli az els6 k darab pozitiv egész szam szorzatat.) Ekkor m =

(A) 4 (B)6 )8 (D) 10 (E) 12

Megoldas: Minden péros k-ra alkalmazzuk a k!=(k 1)tk azonossagot. Ezzel

(11)-(21)-(31)-(41)-(51)-(61)-(71)-(8)- (91)- (101)- (111)- (12!) = ((11) - (31)-...- (11)) - 2° - (61) =

= (6Y)-((19)-(31).-(11)-2°), vagyis m=6.

24.Ha (1+3+5+...+ p)+(1+3+5+...+q) = (1+3+5+...+25), akkor p+q=

(A) 13 (B) 25 (C) 26 (D) 32 (E) 50
Megoldas: A feltételi egyenletben a zarojeleken beliili 6sszegeket zart alakra hozva

2 2 2
SR e
2 2 2
| p+1 : g+1

Mive S > pozitiv egészek, ezért az egyik 5, a masik 12. A kérdés szempontjabol

mindegy, hogy melyik 5 és melyik 12, igy p+q=9+23=32.

25. Hany olyan nem iires részhalmaza van az A={ZL‘ 2.3 4, 5; 6;} halmaznak, amelyben

nincsenek szomszédos egész szamok?

(A) 16 (B) 18 (C)20 (D) 21 (E) 24
Megoldas: A keresett részhalmazok legfeljebb haromelemiiek lehetnek, ugyanis négy elem
esetén mar biztosan van két szomszédos.

Az 0sszes egyelemi részhalmaz megfelel, szamuk 6.

Megfelel6 kételemi részhalmaz 10 darab van: 4 darab olyan, amelyiknek kisebb eleme az 1, 3
darab olyan, amelyiknek kisebb eleme a 2, 2 darab olyan, amelyiknek kisebb eleme a 3 és 1
darab olyan, amelyiknek kisebb eleme a 4.

A megfeleld haromelemfi részhalmazok: {1; 3; 5}, {1 3; 6}, {1, 4; 6}, {2; 4; 6}, dsszesen 4

darab.
A feltételnek megfeleld részhalmazok szama 6+10+4 =20.



